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Введение

Актуальность и степень разработанности темы исследования
Природа темной материи остается одной из ключевых загадок фундамен-

тальной физики. Известно, что она обнаруживает себя исключительно через
гравитационное воздействие, а данные, указывающие на ее негравитационные
свойства, пока не нашли достаточного подтверждения. Тем не менее, гравита-
ционные эффекты позволяют косвенно изучать ее пространственное распреде-
ление, что дает потенциальную возможность получить ответ на вопрос, скон-
центрирована ли темная материя в компактные структуры или распределена
в галактике относительно равномерно. Таким образом, исследование «темных
объектов» (сгустков темной материи) и их свойств, а также возможности их об-
наружения астрономическими методами, представляет собой возможный путь
проверки конкретных теоретических моделей.

Одним из перспективных кандидатов на роль темной материи Вселенной,
предсказывающих формирование «темных объектов», является аксион. Аксион
впервые был введен в модели, предложенной Роберто Печчеи и Хелен Куинн
в 1977 году [1], для объяснения отсутствия CP-нарушающей фазы θ̄ в секторе
сильного взаимодействия Стандартной модели. Суть их подхода заключалась
в том, чтобы перейти от представления CP-нарушающей фазы θ̄ как фикси-
рованного параметра Стандартной модели к ее описанию в виде динамической
переменной. На практике это означает добавление нового поля - поля акси-
она, которое связывается с сильным ядерным взаимодействием так же, как
CP-нарушающая фаза θ̄. Введенное аксионное поле релаксирует к значению,
при котором параметр θ̄ обращается в ноль. Это, в свою очередь, приводит к
исчезновению электрического дипольного момента нейтрона, что согласуется с
экспериментальными ограничениями.

Чтобы добавить аксион в Стандартную модель, мы вводим новую сим-
метрию, называемую симметрией Печчеи-Куинн (PQ) [1], которая является
глобальной U(1)PQ симметрией. Введение симметрии PQ как правило требу-
ет добавления нового бозонного поля помимо единственного бозона Хиггса
Стандартной модели. Потенциал для этого поля выбирается так, что симмет-
рия оказывается спонтанно-нарушенной. Обозначим fa - вакуумное среднее по-
ля, при котором происходит нарушение симметрии. Как известно, результа-
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том спонтанного наршения является появление безмассовой частицы - Намбу-
Голдстоуновского бозона [2,3] - в спекте возбуждений над вакуумом. Аксионом
называется Намбу-Голдстоуновский бозон, соответствующий спонтанно нару-
шенной симметрии Печчеи-Куинн [1]. Он представлен полем a, которое про-
порционально фазе θ̄ сильной CP проблемы, делая угол динамическим, а не
фиксированной и загадочной константой.

Важно отметить, что симетрия Печчеи-Квинн является точной только
на классическом уровне, в то время как на квантовом уровне эта симетрия
является явно нарушеной. В этом случае поле аксиона будет иметь массу, то
есть следует говорить о псевдо-Намбу-Голдстоуновском бозоне. Масса может
быть вычисленна, с одной стороны, с помощью учета инстаннтонных поправок,
а сдругой стороны, за счет взаимодействия поля аксиона с другими полями
Стандартной модели. Эти взаимоденйстивия малы, поскольку они оказываюся
подавлены за счет большого энергетического масштаба симетрии Печчеи-Квинн
fa.

На энергетическом масштабе КХД можно определить массу аксиона при
нулевой температуре в терминах хорошо понятной физики сильного ядерно-
го взаимодействия, рассматривая смешивание аксиона с нейтральным пионом
- связанным состоянием кварков с теми же квантовыми числами, что и ак-
сион. Взаимодействия аксиона с нейтральным пионом приводят к появлению
небольшой массы для аксиона. При этом масса аксиона дается следующим со-
отношением:

mafa ∼ mπfπ,

где mπ - масса пиона, а fπ - константа, которая известна из скорости распада
пиона посредством слабого взаимодействия. Обсуждаемое выше смешивание,
приводит к эффективному потенциалу аксиона:

V (a) ≈ −Λ4
QCD cos

(
a

fa
+ θ̄

)
,

где ΛQCD ≈ 200 МэВ. Таким образом, можно вычислить массу аксиона:

ma ≈ (5.70± 0.007) 10−6эВ
(
1012 ГэВ

fa

)
,

где ошибка включает экспериментальные и теоретические вклады, появляющи-
еся в подробном расчете аксион-пионного смешивания [4].
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Гипотеза о том, что аксионы могут составлять темную материю, приводит
к интересным следствиям. Чтобы аксионы обеспечивали наблюдаемую плот-
ность темной материи, их масса должна быть исключительно мала. Однако из-
за этой малой массы их общее количество должно быть колоссальным. В резуль-
тате каждое квантовое состояние заполняется огромным числом аксионов, что
приводит к экстремально высокой фазовой плотности. Такая ситуация позволя-
ет описывать аксионную темную материю не как совокупность отдельных ча-
стиц, а как классическое скалярное поле a(x, t). На космологических масштабах
аксионное поле можно считать пространственно однородным. Оно совершает
гармонические колебания с частотой, равной массе аксиона ma, а его амплиту-
да уменьшается из-за космологического расширения: a(t) ≈ a0 cos(mat)/R(t)

3/2.
ЗдесьR(t) - масштабный фактор, а константа a0 фиксируется начальными усло-
виями на ранних этапах эволюции поля. Плотность энергии аксионной материи
принимает вид: ρ ≈ m2

aa
2
0/R(t)

3. Это соотношение отражает характерное для
нерелятивистской материи поведение ρ ∝ 1/R3, что согласуется с ролью акси-
онов как кандидатов в холодную темную материю.

Ключевым фактором, определяющим дальнейшую эволюцию аксионного
поля, является момент нарушения симметрии Печчеи–Квинн (PQ) по отноше-
нию к окончанию инфляции. Если нарушение PQ-симметрии происходит до
завершения инфляции (и сохраняется нарушенным в последующую эпоху), то
квантовые флуктуации аксионного поля генерируют возмущения постоянной
кривизны (isocurvature), которые в зависимости от соотношения между fa и
параметром Хаббла на инфляции, накладывают жесткие ограничения на пара-
метры аксионных моделей [5–7].

Другой сценарий предполагает, что нарушение PQ-симметрии происхо-
дит после завершения космологической инфляции в ходе высокотемпературного
фазового перехода при Tc ∼ fa. В результате фаза комплексного поля Печчеи-
Квинн приобретает случайные значения от −π до π в причинно-несвязанных
пространственных областях, что приводит к пространственной неоднородности
аксионного поля на размере горизонта.

При таких температурах эффективный потенциал аксиона пренебережи-
мо мал, так что аксион можно считать безмассовым. Благодаря свободному
распространению (free-streaming) релятивистских возмущений поля, начальные
пространственные неоднородности эффективно сглаживаются в пределах теку-
щего горизонта.
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Эффективность подавления неоднородностей внутри горизонта резко сни-
жается с возникновением массы аксиона ma в эпоху КХД-фазового перехода
при T ∼ 1 − 2 ГэВ. В результате аксионное поле остается неоднородным с
характерным размером неоднородностей, определяемым размером горизонта в
эту эпоху, а масса неоднородности определяется массой внутри горизонта [8].

Помимо рассмотренного механизма, аксионная темная материя может эф-
фективно рождаться при распаде топологических дефектов. Ключевую роль
здесь играют аксионные струны, возникающие при нарушении PQ-симметрии
через механизм Киббла [9]. Эволюционируя до КХД-фазового перехода, такие
струны пересекаются, формируя петли. Последующий распад этих петель слу-
жит мощным источником аксионов [10,11].

В эпоху фазового перехода КХД аксионное поле приобретает потенци-
ал, явно нарушающий U(1)PQ-симметрию. При охлаждении Вселенной поле
аксиона релаксирует к одному из минимумов потенциала. В каждой причинно-
несвязанной области минимум выбирается случайно, поэтому спустя несколько
хаббловских времен, когда множество областей вновь оказывается внутри го-
ризонта, формируются доменные стенки — конфигурации поля, плавно интер-
полирующие между соседними вакуумами. Границами этих стенок выступают
космические струны, которые довольно быстро их дестабилизируют, разрывая
на компактные фрагменты. Распад образовавшейся сети топологических дефек-
тов сопровождается интенсивным излучением аксионов. В спектре излучения
присутствует нерелятивистская компонента, вносящая дополнительный вклад
в плотность холодной темной материи.

Результаты численного моделирования динамики аксионного поля в эпоху
КХД фазового перехода показали, что сложная нелинейная динамика, описан-
ная выше, приводит к усилению неоднородностей аксионного поля. Вследствие
этого формируются области, где контраст плотности массы существенно превы-
шает единицу. При переходе от радиационно-доминированной к материально-
доминированной стадии эти области становятся гравитационно-связанными, об-
разуя сверхплотные миникластеры. Их характерная масса, определяемая пол-
ной массой аксионов в хаббловском объеме при температуре T = 1 ГэВ, состав-
ляет ∼ 10−12 солнечных масс, а характерный размер — около 1012 см.

Для эффективного экспериментального поиска аксионов критически важ-
но определить диапазон их возможных масс. Масса определяет характерную
частоту спектра электромагнитного излучения, генерируемого при взаимодей-
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ствии аксионов с внешними электромагнитными полями (например, в сильных
магнитных полях, согласно эффекту Примакова). Точные оценки массового
диапазона позволяют оптимизировать параметры детекторов, настраивая их
на резонансные частоты, соответствующие ожидаемым сигналам, что повыша-
ет шансы регистрации этих слабовзаимодействующих частиц.

В сценариях, где нарушение PQ-симметрии происходит до инфляции,
роль темной материи могут играть аксионы с минимально возможной массой
(так называемая ultralight или fuzzy темная материя). Они эффективно генери-
руются на стадии инфляции. Чрезвычайно малая масса частиц приводит к тому,
что их длина волны де Бройля сравнивается с космологическими масштабами.
Это, в свою очередь, препятствует гравитационному коллапсу вещества на ма-
лых масштабах и подавляет формирование мелкомасштабных структур (таких
как карликовые галактики) в ранней Вселенной. Консервативные ограничения
на массу аксиона в этом сценарии составляют ma ≥ 10−22 эВ, так что длина
волны сравнивается с размером карликовых галактик. Однако анализ наблю-
дательных данных, в частности, по внутренней динамике ультратусклых кар-
ликовых галактик [12] и спектрам Лайман-альфа леса [13], позволяет усилить
эти ограничения на два порядка величины. Этот предел также применяется к
другим формам бозонной темной материи, и является фундаментальным ниж-
ним пределом массы частицы темной материи. В противном случае аксионы
могут составлять долю от общей плотности темной материи на уровне 2% [14].

Верхнее ограничение на массу КХД аксиона может быть получено, ис-
пользуя связь между массой и константой взаимодействия частицы с ядерной
материей, и следует из данных наблюдений сверхновой SN1987A [15]. Аксион-
нуклонное взаимодействие приводит к излучению аксионов нейтронами и про-
тонами внутри коллапсирующего ядра сверхновой. Произведенные аксионы
взаимодействуют очень слабо с окружающей ядерной материей и поэтому могут
покидать ядро сверхновой, приводя к избыточному охлаждению по сравнению
со случаем без аксионов. Это сокращает длительность фазы нейтринного излу-
чения, поскольку часть энергии, которая в стандартной модели уносится ней-
трино, перераспределяется на аксионное излучение. В то же время нейтринная
вспышка сверхновой SN1987A была зарегистрирована в детекторах на Земле. Ее
продолжительность согласуется с предсказаниями стандартных моделей сверх-
новых. Таким образом, скорость производства аксионов должна быть низкой,
что приводит к верхнему ограничению на аксион-нуклонную константу взаи-
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модействия gaNN , и, таким образом, к верхнему ограничению на ma, которое
составляет ma ≲ 2× 10−2 эВ.

Вычисление массы аксиона как частицы темной материи в сценарии, в
котором PQ-симметрия нарушается после инфляции, сталкивается со сложно-
стями. Современные вычислительные мощности, включая суперкомпьютеры, не
позволяют провести полное моделирование процесса из-за колоссального раз-
рыва в масштабах: несоизмеримость размеров струн и длин волн аксионов дела-
ет их совместное моделирование на одной сетке невозможным. Как следствие,
оценки массы широко варьируются в зависимости от применяемых упрощенных
методов и находятся в диапазоне 2.5 · 10−5 эВ ≲ ma ≲ 0.5 · 10−3 эВ [16,17].

На поздних временах градиенты поля малы, и аксион описывается урав-
нениями Гросса-Питаевского-Пуассона. Эти уравнения возникают как нереля-
тивистский предел уравнения Клейна-Гордона для поля аксиона в режиме ли-
нейной гравитации, в соответсии с подстановкой, a =

√
2/ma(ψe

imat+ψ∗e−imat).
«Волновая функция» ψ подчиняется системе:

i
∂ψ

∂t
=− ∇2ψ

2ma
+

λa
8m2

a

|ψ|2ψ +maUψ ,

∇2U = 4πGma|ψ|2 ,

где λa = −m2
a/f

2
a - безразмерная константа самодействия аксиона, принима-

ющая значение λa ∼ −10−48 для аксионов КХД (λa ∼ −10−100 для «fuzzy»
темной материи). Плотность массы аксионов в ведущем порядке равна ma|ψ|2.
Переход к этой системе уравнений существенно упрощает моделирования на
поздних временах.

Моделирования миникластеров, описываемых системой уравнений
Гросса-Питаевского и Пуассона, показывают [18–28], что в них образуются
аксионные звезды (Бозе-звезды) [29, 30] — гравитационно-связанные капли
Бозе-Эйнштейновского конденсата астероидной массы [8, 31–35]. Бозе-звезды
являются самогравитирующей системой аксионов, подчиняющейся уравнениям
Гросса-Питаевского-Пуасонна в основном состоянии потенциала, который
создается Бозе-звездой. Образование таких объектов происходит благодаря
тому, что фазовая плотность миникластеров настолько велика [36], что в них
может произойти термализация посредством универсальных гравитационных
взаимодействий [22]. Это приводит к образованию Бозе-звезды в центре
каждой такой структуры [18,22,26]. В зависимости от модели аксиона, а также
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от начального размера и массы миникластера, время образования Бозе-звезды
может варьироваться от нескольких часов до времени жизни Вселенной. Таким
образом, сегодня Вселенная должна быть заполнена аксионными звездами.
В результате, часть темной материи может быть скрыта от наблюдений
Бозе-звездами [37].

Более того, достигнув большой массы, Бозе-звезды могут взрываться с
образованием релятивистских аксионов [38] благодаря наличию притягиваю-
щего самодействия или излучать радиофотоны с помощью параметрического
резонанса [30], что, в свою очередь, в зависимости от удаленности источника
может объяснять быстрые радио всплески (FRB) [39] и аномалии ARCADE 2 и
EDGES [40].

Вызывает удивление то, что ни одно из существующих моделирований не
показывает образование Бозе-звезд с ненулевым угловым моментом, даже если
с самого начала присутствовала сильная сферическая асимметрия. Встречается
множество работ, в которых численно наблюдается формирование Бозе-звезд
с нулевым полным угловым моментом [18, 22, 26, 41, 42], их столкновения [19],
слияния [43–45] или приливное разрушение [46,47]. В конце моделирования они
сильно осциллируют [12, 23, 48], совершают случайные блуждания [48, 49], ча-
стично или полностью разрушаются [19, 47], но никогда не приобретают нену-
левой угловой момент.

Несмотря на такие результаты численного моделирования, сами по се-
бе вращающиеся Бозе-звезды, если они стабильны, будут важны для астро-
физики и космологии. Их центробежные барьеры могут сопротивляться кол-
лапсам чрезмерно массивных звезд из-за притягивающего самодействия бозо-
нов [38, 50, 51]. Это означает, в частности, что быстровращающиеся аксионные
звезды КХД могут достигать бóльших масс и плотностей [52], которых, воз-
можно, будет достаточно для возникновения наблюдаемого параметрического
радиоизлучения [30,45,52,53]. Кроме того, угловые моменты Бозе-звезд в прин-
ципе обнаружимы: непосредственно, путем наблюдения гравитационных волн
от их слияний [54–56] или косвенно, если они коллапсируют во вращающиеся
черные дыры [29,57], которые сливаются и испускают гравитационные волны.

Результаты моделирования образования космических структур и ми-
никластеров темной материи [18–21,23–28] указывают, что массы Бозе-звездMbs

растут на временных масштабах, которые определяются релаксационным вре-
менем (временем образования Бозе-звезды), но затем темп их роста замедляет-
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ся почти до полной остановки [18–20]. Результаты численного моделирования
в контролируемых условиях (ящики с периодическими граничными условия-
ми, рукотворные миникластеры) — хотя и свидетельствуют о медленном росте
Бозе-звезд в поздние эпохи, приводят к разным законам, описывающим этот
процесс: Mbs ∝ t1/2 в [22], t1/4 в [58] и t1/8 в работах [26, 42]. Изучение этой
несогласовнности в результатах позволит получить правильный закон роста
для звезд из аксионов темной материи, который поможет раскрыть распределе-
ние этих объектов в современной Вселенной (см. также [59–61]), таким образом
открывая новые пути для обнаружения (или ограничений) ультралегкой и ак-
сионной темной материи.

На протяжении всей работы будет использоваться система единиц ℏ =

c = 1.
Целью данной работы является изучение динамики гравитационно-

связанного конденсата Бозе-Эйнштейна, состоящего из аксионов темной мате-
рии. Для этого необходимо решить следующие задачи:

• Получить решения, описывающие конденсат Бозе-Эйнштейна, состоящий
из аксионов темной материи (Бозе-звезды) с ненулевым угловым момен-
том, как в случае отсутствующего короткодействующего самодействия,
так и при его наличии, а также исследовать эти решения на стабильность.
Определить, каким образом эти состояния разрушаются, и можно ли их
стабилизировать с помощью самодействия.

• Исследовать кинетику Бозе-газа из аксионов темной материи, взаимодей-
ствующего за счет гравитационного рассеяния в приближении Ландау
(парные столкновения с малой передачей импульса). Найти автомодель-
ные решения кинетического уравнения Больцмана, и показать, что эти
решения являются аттракторами. Построить приближенный метод для
описания эволюции системы, в случае нарушения точной автомодельной
эволюции внешним источником.

• Исследовать конденсацию и дальнейший рост Бозе-звезды в облаке акси-
онов. Показать, что эволюция облака является приблизительно автомо-
дельной. Разработать приближенный метод для описания эволюции сво-
бодного газа и получить закон роста Бозе-звезды со временем, а также
обобщить этот закон на случай присутствия малого короткодействующе-
го самодействия.
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Научная новизна
Все выносимые на защиту результаты являются новыми и не имеют ана-

логов в научной литературе. А именно:

1. Доказана теорема о нестабильности вращающихся Бозе-звезд из аксио-
нов темной материи — аксиально-симметричных решений системы урав-
нений Гросса–Питаевского–Пуассона, обладающих минимальной энергией
и ненулевым угловым моментом, — в случаях притягивающего или пре-
небрежимо малого (отсутствующего) короткодействующего самодействия
между частицами. Для случая без самодействия численно найдены воз-
мущения, приводящие к разрушению вращающихся Бозе-звезд. Проведе-
но полное численное моделирование, демонстрирующее процесс разруше-
ния вращающейся Бозе-звезды с угловым моментом, равным единичному
кванту. Показано, что Бозе-звезды с угловым моментом, равным единич-
ному кванту, стабильны при достаточно сильном отталкивающем само-
действии между аксионами.

2. На основе кинетического уравнения Больцмана построена модель одно-
родного ансамбля гравитационно-взаимодействующих аксионов темной
материи. В интеграле столкновений учтены парные гравитационные вза-
имодействия с малой передачей импульса (приближение Ландау). Модель
описывает обмен частицами с «внешней средой», в частности, с Бозе-
звездой, помещенной в ансамбль, с помощью поглощающего граничного
условия при низких энергиях, обеспечивающего уход частиц из системы,
и внешнего источника, пополняющего ансамбль новыми частицами. Для
данной системы найдено двухпараметрическое семейство автомодельных
решений в двух случаях: без внешнего источника частиц и в присутствии
внешних источников, инвариантных относительно масштабных преобра-
зований.

3. Показано, что эволюция функции распределения частиц ансамбля по
энергии в построенной модели под действием источника, не инвариантно-
го относительно масштабных преобразований, происходит приближенно
автомодельно. В этом режиме параметры, определяющие форму автомо-
дельного решения, слабо зависят от времени.

4. Проведено масштабное численное моделирование эволюции ансамбля гра-
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витационно взаимодействующих аксионов, содержащего Бозе-звезду. На
основе полученных численных результатов показано, что зависимость
функции распределения частиц в ансамбле от времени является прибли-
женно автомодельной. Данная зависимость подтверждена прямым срав-
нением с эволюцией функции распределения в модели, построенной на
основе уравнения Больцмана. Этот факт позволил определить закон ро-
ста массы Бозе-звезды со временем.

Теоретическая и практическая значимость
Все результаты диссертации имеют теоретическую значимость для кос-

мологии и физики частиц в области исследований темной материи.
В результате выполения данной работы было показано, что Бозе-звезды

c ненулевым угловым моментом, состоящие из аксионов темной материи, явля-
ются нестабильными. Неустойчивость вращающихся Бозе-звезд обеспечивает
универсальный механизм избавления от углового момента. Вычисленные вре-
мена жизни указывают на то, что они не могут образовываться в реалистичных
сценариях формирования [18, 22, 26, 41, 42], а также не могут считаться долго-
живущими квазистационарными состояниями. Это исключает сценарий [52] с
вращающимися аксионными звездами, достигающими порога для взрывного па-
раметрического радиоизлучения [30, 45, 53]. Тем не менее, излучение во время
промежуточных стадий, когда плотная и короткоживущая вращающаяся кон-
фигурация сбрасывает свой угловой момент может стать предметом отдельного
изучения. Для этого необходимы дальнейшие исследования, направленные, в
первую очередь, на построение и обоснование конкретного механизма ее фор-
мирования.

Применение разработанного в диссертации адиабатического подхода к ро-
сту Бозе-звезд из аксионов темной материи оказалось удивительно успешным:
требование автомодельности (приближенной автомодельности) предоставило
эвристический закон, объясняющий результаты численного моделирования. Од-
нако в последствии этот метод может быть улучшен.

Метод адиабатической автомодельности, примененный к обычной негра-
витационной кинетике, может обобщить существующие «нетепловые аттракто-
ры» [62–71] на системы со слегка нарушенной масштабной симметрией.

Стоит отметить, что теоретически обоснованный и проверенный закон ро-
ста для Бозе-звезд может описать распределение этих объектов в современной
Вселенной (см. также [59–61]), что позволит предложить новые пути для поиска
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темной материи.
Методология исследования
При выполнении диссертационной работы использовались как строгие

аналитические методы, так и современные численные методы, применяемые
для решения различных задач теоретической физики, теории поля и физиче-
ской кинетики.

Положения, выносимые на защиту

1. Вращающиеся Бозе-звезды — гравитационно-связанные «капли» конден-
сата Бозе-Эйнштейна из аксионов темной материи, обладающие нену-
левым угловым моментом, — нестабильны. Нестабильность наблюдается
в случаях притягивающего или отсутствующего (пренебрежимо малого)
короткодействующего самодействия между аксионами. При достаточно
сильном отталкивающем самодействии между аксионами вращающиеся
Бозе-звезды с угловым моментом, равным одному кванту, стабильны.

2. Для однородного ансамбля гравитационно-взаимодействующих аксионов
уравнение Больцмана, описывающее эволюцию функции распределения
частиц по энергии в приближении Ландау (парные столкновения частиц
с малой передачей импульса), с учетом влияния «внешней среды» через
поглощающие граничные условия в области низких энергий и действие
внешнего источника частиц, допускает существование автомодельных ре-
шений, зависящих от двух параметров. Причина существования таких ре-
шений заключается в инвариантности относительно масштабных преоб-
разований уравнения без источника и с источником, обладающим данной
симметрией.

3. Эволюция системы с источником частиц, не обладающим симметрией от-
носительно масштабных преобразований, протекает в режиме адиабати-
ческой автомодельности, при котором функция распределения частиц ан-
самбля по энергии является приближенно автомодельной, а параметры,
характеризующие автомодельность, слабо зависят от времени.

4. Бозе-звезда, помещенная в ансамбль гравитационно-взаимодействующих
аксионов темной материи, поглощает из него частицы так, что зависи-
мость от времени функции распределения частиц ансамбля по энергии
является приближенно автомодельной.
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5. Приближенно автомодельное поведение для функции распределения по
энергиям частиц ансамбля, окружающих Бозе-звезду, вместе с закономи
сохранения полного числа частиц и полной энергии позволяют определить
закон роста массы Бозе-звезды со временем.

Достоверность и обоснованность результатов
Результаты диссертации опубликованы в рецензируемых международных

научных журналах, а также обсуждались в рамках докладов на международ-
ных конференциях.

Апробация результатов
Результаты диссертации представлены автором лично на следующих рос-

сийских и международных конференциях и семинарах:

• XXV Международная научная конференция студентов, аспирантов и мо-
лодых ученых «Ломоносов–2019», Москва, 8—12 апреля 2019 года (устный
доклад).

• Международная конференция «International Conference on Particle Physics
and Cosmology»,Ереван, Армения, 2 - 7 октября 2023 года (устный доклад).

• Международный семинар «QUARKS-2024», Переславль-Залесский, Рос-
сия, 20 мая — 24 мая 2024 года (устный доклад).

• Семинар Отдела теоретической физики Института ядерных исследований
РАН, Москва, 26 января 2026 года (устный доклад).
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Личный вклад автора
Все результаты, представленные в данной диссертации, получены лично

автором, либо автор внес определяющий вклад в их получение. Автор прини-
мал прямое участие в написании текста и подготовке рисунков всех статей,
которые легли в основу данной диссертации.

Структура и объем диссертации
Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения и двух прило-

жений. Объем работы составляет 122 страницы и включает 32 рисунка. Список
литературы содержит 150 наименований.

В главе 1 рассматриваются Бозе-звезды из аксионов темной материи с
ненулевым угловым моментом. Вращающиеся Бозе-звезды вводятся в парагра-
фе 1.2. Для случая принебрежимо малого самодействия вычисляются их профи-
ли и определяется энергия конфигураций для различных угловых моментов. В
параграфе 1.3 доказывается теорема о нестабильности вращающихся Бозе-звезд
в случае малого или притягивающего самодействия. Далее, численно иллюстри-
руется распад звезды с l = 1 в параграфе 1.4. Вычисления мод неустойчивости
всех вращающихся объектов производятся: численно, при умеренно малых l в
параграфе 1.5 и аналитически, при l ≫ 1 в параграфе 1.6. В параграфе 1.7
подводятся итоги главы и обсуждаются возможные обобщения результатов.

Глава 2 посвящена изучению автомодельной гравитационной кинетики
процесса образования конденсата Бозе-Эйнштейна. В параграфе 2.2 вводится
упрощенное кинетическое уравнение для гравитационного рассеяния и обсуда-
ется его масштабная симметрия. Численный пример кинетической эволюции
функции распределения, приближающейся к автомодельному аттрактору, при-
веден в параграфе 2.3. Параграф 2.4 посвящен рассмотрению стационарных
степенных каскадов в гравитационной кинетике. Скейлинговые (перемасштаби-
рованные) решения изучаются в параграфе 2.5. В параграфе 2.6 описывается
явление адиабатической автомодельности, и разрабатывается приближенный
метод для описания такой эволюции в игрушечной модели. Параграф 2.7 со-
держит заключительные замечания к главе.

В главе 3 решается задача роста Бозе-звезд в ансамбле гравитационно-
взаимодействующих аксионов темной материи. В параграфе 3.2 будет сдела-
но центральное наблюдение о приближенно автомодельном поведении облака
бозонов, окружающих Бозе-звезду. Это автомодельное поведение описывается
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гравитационной кинетикой, подробно описанной в главе 2. В параграфе 3.3 реа-
лизуется обобщение метода разработанного в параграфе 2.6 и решается задача
о росте аксионных звезд. Далее обсуждаются измененения закона роста, свя-
занные с наличием ненулевого, но малого самодейтсвия в параграфе 3.4.

В заключении приводятся основные результаты работы.
Численные методы и ряд аналитических вычислений вынесены в при-

ложения. Так Приложение A посвящено деталям вычислений относящимся к
Бозе-Эйнштейновскому конденсату с ненулевым угловым моментом. А Прило-
жение Б описывает дополнительные материалы к обсуждению кинетического
уравнения и поиск скейлинговых профилей.
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Глава 1

Нестабильность Бозе-звезд
с ненулевым угловым моментом

1.1 Введение. Бозе-звезды с ненулевым угловым
моментом

Многие объекты во Вселенной могут вращаться вокруг своего центра
масс и обладать угловым моментом. Однако существует уникальное вещество —
Бозе-Эйнштейновский конденсат частиц в квантовом состоянии ψ(t, x) – кото-
рое не вращается легко, а если и вращается, то делает это своим особым обра-
зом. Действительно, скорость конденсата можно сопоставить [72] с градиентом
фазы, деленным на массу частицы:

v = ∇ argψ(t, x)/m .

Этот вектор является явно безвихревым при ненулевой плотности: rotv = 0 при
ψ ̸= 0. Следовательно, единственный способ добавить вращение — это ввести
вихревую линию ψ = 0, как на рис. 1.1. Это, в свою очередь, привпедет к вели-
чению энергии. В этом случае угловой момент конденсата будет квантоваться -
принимать дискретные значения, равные l. Будем называть l - число намоток.

Можно получить вращающуюся Бозе-звезду, пропустив вихрь через ее
центр. Стационарный и осесимметричный анзац такого типа имеет вид [73–75]

ψbs(x) = ψbs(ρ, z) e
−iωbst+ilφ , (1.1)

где (ρ, φ, z) — цилиндрические координаты, ωbs < 0 — энергия связи конден-
сированных частиц, а l — их угловой момент. Тогда полный угловой момент
Бозе-звезды равен Jz = lMbs/m, где Mbs — ее масса. Важно, что регулярность
требует, чтобы ψbs обращался в нуль как ρl при ρ→ 0. Таким образом, ось сим-
метрии конфигурации (1.1) действительно является вихревой линией с числом
намоток l.

Решая численно обсуждаемые в разделе 1.2 связанные уравнения для ψbs
и его гравитационного потенциала, мы получаем профиль вращающейся Бозе-
звезды. Он имеет характерную тороидальную форму, см. рис. 1.2 и см. [74,75].
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Рис. 1.1: (Не в масштабе) Бозе-
Эйнштейновский конденсат (затенен-
ная область), вращающийся вокруг
вихревой линии ψ = 0 (сплошная ли-
ния).

Рис. 1.2: Бозе-звезда (1.1), вращающа-
яся с l = 1 вокруг оси z. Эта конфи-
гурация получена численно в случае
пренебрежимо малого самодействия
частиц, λ = 0. Левая и правая пане-
ли показывают сечения y = 0 и z =

0 профиля плотности |ψbs(x)|2 соот-
ветственно. Тильды над буквами обо-
значают безразмерные единицы (бу-
дут введены далее).

Отметим, что ни одно из существующих численных моделирований, в ко-
торых формируются Бозе-звезды из аксионов темной материи, не показывает
образование вращающихся объектов (1.1) из общих начальных данных, даже
если с самого начала была задана сильная сферическая асимметрия. Кроме
того, сгустки комплексного скалярного поля с сохраняющимся U(1) зарядом,
связанные гравитацией, развивают осесимметричные неустойчивости, что было
показанно численно [76–78].

Все это свидетельствует в пользу того, что вращающиеся нерелятивист-
ские Бозе-звезды неустойчивы. Одноко, существует мнение, что некоторые из
наблюдаемых численных неустойчивостей могли быть искусственно вызваны
декартовыми решетками, нарушающими осевую симметрию.

1.2 Вращающиеся Бозе-звезды

Система самогравитирующих нерелятивистских бозонов описывается при
больших числах заполнения коллективной волновой функцией ψ(t, x) и
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гравитационным потенциалом U(t, x), подчиняющиеся уравнениям Гросса-
Питаевского и Пуассона,

i∂tψ = −∆ψ

2m
+

(
mU +

λ|ψ|2
8m2

)
ψ , (1.2)

∆U = 4πmG|ψ|2 , (1.3)

где дополнительный потенциал λ|ψ|2/8m2 представляет контактное самодей-
ствие бозонов с параметром1 λ. В этой главе, мы рассматрим все три случая от-
талкивающего, притягивающего и пренебрежимо малого самодействия: λ > 0,
λ < 0 и λ = 0. Последние два особенно интересны, так как они справедливы
для популярных моделей темной материи с КХД аксионами [4] и ультралегкими
(fuzzy) аксионоподобными частицами [18,79].

Можно определить вращающуюся Бозе-звезду как стационарное и осе-
симметричное решение (1.1) системы (1.2), (1.3). Это означает, что его волновая
функция ψbs(ρ, z) подчиняется стационарному уравнению Шредингера

ωbs ψbs = −∆ψbs
2m

+

(
mUbs +

λ|ψbs|2
8m2

)
ψbs , (1.4)

в то время как U = Ubs(ρ, z) удовлетворяет ур. (1.3). Здесь и далее, мы обо-
значаем все величины Бозе-звезды индексом bs и имеем в виду, что осесим-
метричный лапласиан ∆ψbs ≡ ∂2zψbs + ρ−1∂ρ(ρ∂ρψbs)− l2ψbs/ρ

2 включает в себя
центробежный барьер в последнем члене. Очевидно, ур. (1.4) описывает нере-
лятивистские частицы, занимающие единственный уровень потенциальной ямы
mUbs + λ|ψbs|2/8m2, которая ими и создана. Все они имеют энергию ωbs и угло-
вой момент l.

Заметим, что m и G исчезают из всех уравнений после преобразований
координат и полей с произвольным параметром v0: x = x̃/mv0, t = t̃/mv20 или
ωbs = mv20 ω̃bs, ψ = v20(m/G)

1/2ψ̃, и U = v20Ũ . В этой главе численные вычисле-
ния выполняются в этих безразмерных единицах, выбирая v0 = mGM , что-
бы сделать полную приведенную массу равной единице: M̃ = 1. Это оставля-
ет только одну константу в уравнениях: приведенный параметр самодействия
λ̃ = λGM 2, заменяющий λ.

Решая ур. (1.3), (1.4), получаем Бозе-звезды при разных l и λ̃; мы бу-
дем постепенно вводить соответствующие численные и аналитические методы

1Входит как λa4/4! в скалярный потенциал релятивистского поля a(t, x).
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l Ẽbs · 103 l Ẽbs · 103 l Ẽbs · 103
0 −54.2 1 −19.0 2 −10.3

3 −6.57 4 −4.64 5 −3.49

6 −2.74 7 −2.24 10 −1.34

15 −0.736 ≫ 1 Ẽbs ≈ −αl(αl + 1)/(8π2l2)

Таблица 1.1: Энергии вращающихся Бозе-звезд при разных l в случае λ = 0;
физические единицы могут быть восстановлены с помощью ур. (1.8). Данные
при l ≤ 15 получены численно, тогда как последний пункт приводит асимпто-
тику при больших l из параграфа 1.5. Параметры αl подчиняются ур. (1.45).

в параграфах 1.4—1.6. Отметим также, что все вращающиеся (l ≥ 1) объекты
имеют характерные тороидальные формы, как тот что на рисунке 1.2 с l = 1 и
λ = 0.

Чтобы исследовать (не)устойчивость этих звезд, нам нужен другой вид
анализа. Важно, что нерелятивистская эволюция (1.2), (1.3) сохраняет ряд ве-
личин: полную массу M и число частиц N бозонов,

M ≡ mN = m

∫
d3x |ψ|2 , (1.5)

их энергию

E =

∫
d3x

[|∇ψ|2
2m

+
m

2
U |ψ|2 + λ|ψ|4

16m2

]
, (1.6)

и компоненты полного углового момента, например,

Jz = −i
∫
d3xψ∗∂φψ , (1.7)

где φ = arctan(y/x) — угловая цилиндрическая координата. Значения этих
интегралов характеризуют Бозе-звезды. Например, звезда с l = 1 на рис. 1.2
имеет Ẽbs ≈ −0.019 или, в физических единицах,

Ebs = Ẽbsm
2G2M 3

bs . (1.8)

Энергии некоторых Бозе-звезд при λ = 0 перечислены в Таблице 1.1. Их полные
угловые моменты пропорциональны массам: Jz, s = lMbs/m, см. ур. (1.1) и (1.7).

Заметим, что Бозе-звезды, вращающиеся или нет, экстремизируют пол-
ную энергию E при заданной массе M =Mbs. Другими словами, они являются
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экстремумами функционала F ≡ E − ωbsN , где множитель Лагранжа ωbs фик-
сирует N =M/m. Чтобы показать это явно, мы переписываем энергию (1.6) в
виде

E =

∫
d3x

[
|∇ψ|2
2m

+ (mU + λu) |ψ|2 + (∇U)2

8πG
− 4λm2u2

]
, (1.9)

включая гравитационный и самодействующий потенциалы U(x) и u(x). Как
только это будет сделано, функционал F достигает экстремума при U = Ubs и
u = ubs, которые удовлетворяют

∆U = 4πGm|ψ|2 и u = |ψ|2/8m2 . (1.10)

Можно подставить это решение обратно в ур. (1.9) и восстановить старое вы-
ражение для энергии (1.6). Дальнейшая вариация F по ψ∗(x) дает уравнение
Гросса-Питаевского (1.4), которое вместе с ур. (1.10) формирует ту же стацио-
нарную систему для профиля Бозе-звезды, что и раньше. Таким образом, вра-
щающиеся Бозе-звезды действительно являются экстремумами F , с заданными
l и Mbs.

Вопрос в том, являются ли эти объекты локальными минимумами энергии
при фиксированной массе Mbs и полным угловым моментом Jz, s. В следующем
разделе мы покажем, что при l ≥ 1 и λ ≤ 0 они таковыми не являются. Ско-
рее, они являются седловыми точками энергии, которые могут быть разрушены
сколь угодно малым возмущением, растущим экспоненциально со временем.

Стоит отметить, что приведенный аргумент отождествляет ωbs с энергией
связи частиц внутри Бозе-звезды, см. ур. (1.1). Действительно, бесконечно ма-
лое число дополнительных частиц изменяет энергию Ebs и число Nbs бозонов,
но не значение F , которое экстремально. Таким образом,

dEbs = ωbsdNbs , (1.11)

т.е. каждая новая частица приходит с энергией ωbs. При λ = 0 это последнее
соотношение можно объединить с ур. (1.8), чтобы получить

ωbs = 3Ẽbsm
3G2M 2

bs = 3mEbs/Mbs , (1.12)

что полезно для численных проверок.
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1.3 Запрещающая теорема при λ ≤ 0

Докажем, что вращающиеся Бозе-звезды (1.1) неустойчивы при l ̸= 0,
если самодействие их частиц пренебрежимо мало или притягивающее, λ ≤ 0.
Эти случаи особые, потому что при λ ≤ 0 новый энергетический функционал
(1.9) достигает минимума по отношению к U и u, определенные ур. (1.10).
Таким образом, мы можем рассматривать общие независимые вариации ψ(x),
U(x) и u(x). Будет доказано, что Бозе-звезда неустойчива, если одна из таких
вариаций уменьшает энергию (1.9), поскольку физическая вариация с теми же
δψ и δU , δu, описываемые ур. (1.10), уменьшает энергию еще сильнее.

Мы вводим вспомогательный инструмент: набор волновых функций
ΨL(x) ∝ eiLφ с угловыми моментами L, удовлетворяющих уравнению Шре-
дингера в потенциале Бозе-звезды (1.10),

ωLΨL = −∆ΨL

2m
+ (mUbs + λubs)ΨL . (1.13)

Для каждого L мы выбираем собственную функцию с минимальным ωL
2 и

нормируем ее на единицу:
∫
d3x |ΨL|2 = 1.

Примечательно, что ΨL не являются модами колебаний Бозе-звезды: по-
следние включают связанные возмущения ψ, U и u. Но ур. (1.13) привносит
простую квантовомеханическую логику, которая будет полезна в дальнейшем.
Во-первых, при L = l оно совпадает с уравнением (1.4) для профиля конден-
сата. Таким образом, ωl ≥ ωbs, где строгое неравенство соответствует случаю
радиально возбужденного конденсата. Во-вторых, и как следствие первого, соб-
ственные значения ωL при L < l ниже, чем ωbs (в радиально не возбужден-
ном состоянии), потому что они имеют более слабые центробежные барьеры
L2/2mρ2. В частности, ур. (1.13) с L = l и L = 0 дают,

ωl − ω0 ≥ ωbs − ω0 ≥
∫
d3x

l2 |Ψl|2
2mr2

> 0 , (1.14)

где ω0 является минимальным собственным значением радиального гамиль-
тониана, т.е. оператора в ур. (1.13) без производных по φ. В-третьих, в пре-
деле L → ∞ собственные функции ΨL становятся бóльшими по размеру и
поэтому взаимодействуют с асимптотикой при больших x потенциала Ubs →

2Собственное значение ωL < 0
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−GM/|x|, но не с его короткодействующей частью ubs. Соответствующие соб-
ственные значения напоминают собственные значения для атома водорода:
ωL ≈ −m3G2M 2(L+ 1)−2/2 ∼ O(L−2) при L≫ 1.

Теперь давайте явно построим бесконечно малое возмущение, которое
уменьшает энергию (1.9) исходной конфигурации Бозе-звезды {ψ′

bs, U
′
bs, u

′
bs}

с числом частиц N ′
bs и угловым моментом l ≥ 1. Во-первых, мы извлека-

ем dNbs частиц из конденсата, получая таким образом звезду {ψbs, Ubs, ubs}
с Nbs = N ′

bs − dNbs частицами и тем же угловым моментом. Во-вторых, мы
добавляем обратно dN0 частиц в невращающееся состояние Ψ0 и dNL частиц
в состояние ΨL с L ≫ 1. Этот процесс не изменяет полную массу и полный
угловой момент, если

dNbs = dN0 + dNL и l dNbs = LdNL . (1.15)

Физически такое изменение соответствует одновременному переходу dNbs ча-
стиц конденсата из состояния с угловым моментом l в состояния L = 0 и L≫ 1.

На уровне конфигураций мы бесконечно мало деформируем U ′
bs, u

′
bs в

потенциалы Ubs, ubs Бозе-звезды меньшей массы и изменяем

ψ′
bs → ψ = ψbs(x) + dN

1/2
0 Ψ0(x) + dN

1/2
L ΨL(x) . (1.16)

Подставляя ур. (1.16) в выражение (1.9), мы получаем энергию Ef ≡
E[ψ, Ubs, ubs] этого конечного состояния:

Ef = Ebs + ω0dN0 + ωLdNL , (1.17)

где Ebs — энергия Бозе-звезды с Nbs частицами, и мы использовали ур. (1.13)
для Ψ0 и ΨL. Перекрестные члены между ψbs, Ψ0 и ΨL исчезают из-за разной
зависимости от φ: вспомним, что ψl ∝ eilφ и ΨL ∝ eiLφ, тогда как Ψ0, Ubs и ubs
не зависят от φ.

С другой стороны, мы начали с Бозе-звезды с Nbs + dNbs частицами и
энергией

E ′
bs = Ebs + ωbsdNbs +O(dN 2

bs) , (1.18)

см. ур. (1.11). Таким образом, изменение энергии в вышеуказанном переходе
равно

Ef − E ′
bs = (ω0 − ωbs)dNbs +O(L−1) dNbs < 0 , (1.19)
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Рис. 1.3: (Не в масштабе) Неустойчивость вращающейся Бозе-звезды.

где dN0 и dNL выражены из ур. (1.15) и мы вспомнили, что ωL = O(L−2).
Последнее неравенство следует из ур. (1.14). Мы заключаем, что изменение
(1.16) действительно уменьшает энергию вращающейся Бозе-звезды.

Приведенный аргумент доказывает, что все вращающиеся Бозе-звезды
неустойчивы при λ ≤ 0 и произвольных l ≥ 1. Он также качественно описы-
вает механизм неустойчивости. А именно, энергия вращающейся Бозе-звезды
уменьшается, если некоторые частицы совершают переходы в невращающие-
ся состояния и отдают свои угловые моменты другим частицам, уходящим на
периферию системы. Предположительное конечное состояние этого процесса —
конфигурация типа Сатурна: одна или несколько Бозе-звезд с нулевым полным
угловым моментом, окруженные вращающимся облаком диффузных частиц.

Отметим, что до сих пор мы рассматривали явный, но очень неоптималь-
ный способ уменьшения энергии Бозе-звезды. В частности, мы добровольно де-
формировали потенциалы Ubs, ubs и зафиксировали угловые моменты конечных
состояний частиц. Мы увидим ниже, что самые быстрорастущие моды пред-
ставляют парные переходы конденсированных бозонов в состояния с угловыми
моментами l ±∆l, см. рис. 1.3.

1.4 Распад Бозе-звезды с l = 1

Теперь мы явно визуализируем неустойчивость Бозе-звезды с l = 1

в модели с λ = 0. Мы вводим периодическую пространственную решетку
{xn, ym, zk} = {nδ, mδ, kδ}, где δ — расстояние между уздами решетки, и
полями ψn,m, k ≡ ψ(xn, ym, zk), Un,m, k, принимающими значения на ее узлах.
Поскольку решетка нарушает вращательную симметрию, мы будем особо осто-
рожны в отделении эффектов дискретизации от физических вращательных
неустойчивостей.

Заметим, что наша кубическая решетка инвариантна относительно враще-
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ний на π/2 вокруг оси z, т.е можно ввести оператор R̂π/2 который отображает
узлы решетки (xn, ym) в (−ym, xn), оставляя zk неизменным. С технической
точки зрения это означает, что гамильтониан в ур. (1.2), (1.3) коммутирует с
R̂π/2 даже после дискретизации. С другой стороны, конфигурации с фиксиро-
ванным l (1.1) являются собственными значениями этого оператора,

R̂π/2 ψn,m, k ≡ ψ−m,n, k = eiπl/2 ψn,m, k . (1.20)

Таким образом, мы определяем решеточную версию Бозе-звезды с l = 1 как
конфигурацию с минимальной энергией, удовлетворяющую ур. (1.20) с соб-
ственным значением eiπ/2. Такая конфигурация легко производится процедурой
евклидовой релаксации, изложенной в Приложении А.1. В конце релаксации
дискретизированные уравнения (1.3), (1.4) решаются почти точно, с точностью
до пренебрежимо малых ошибок округления. Решение показано на рис. 1.2.

Стоит отметить, что Бозе-звезды с l = 1 + 4k имеют то же собственное
значение в ур. (1.20) и не могут быть отделены от звезды с l = 1 на этой основе.
Но их центробежные барьеры существенно сильнее; следовательно, минимиза-
ция энергии все же выбирает конфигурацию с l = 1. Напротив, Бозе-звезды с
l = 0 и l = −1 имеют те же или меньшие энергии, но они исключены ур. (1.20).

Как только Бозе-звезда ψ = ψbs(x) с l = 1 найдена, мы возмущаем ее,
добавляя асимметричное возмущение,

ψ = ψbs(x) + A e−(ρ/ρ1)
2

[
ρ

ρ1
cosφ+

ρ2

ρ21
cos 2φ

]
, (1.21)

где ρ̃1 = 10, а амплитуда Ã = 10−8 очень мала. Затем, эволюционируя ур. (1.2)
и (1.3), мы наблюдаем, как звезда распадается. Численный метод для этого
описан в Приложении А.1.

Результат показан на рис. 1.4, см. также видео [80](a). Бозе-звезда сна-
чала остается стационарной и тороидальной. Но затем она разделяется на два
сферических объекта, вращающихся вокруг общего центра масс. Со временем
один из объектов сохраняется, а другой подвергается приливному разрушению.
Конечная конфигурация включает невращающуюся Бозе-звезду, окруженную
облаком диффузных частиц.

Подчеркнем, что Бозе-звезда с l = 1 разрушается возмущением (1.21),
растущим экспоненциально на ее фоне, а не чем-либо другим. Без этого толчка
и ошибок округления она оставалась бы стационарной, так как ее энергия ми-
нимальна в секторе с фиксированным R̂π/2, который коммутирует с временной
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Рис. 1.4: Численная эволюция Бозе-звезды с l = 1 в случае чисто гравитаци-
онных взаимодействий λ = 0, см. [80](a) для соответствующего видео. Кадры
(a)—(f) показывают горизонтальные (z = 0) сечения плотности |ψ|2 в разные
моменты времени. Единицы измерения указаны в основном тексте.

эволюцией. Было проверено, что при A = 0 вращающаяся звезда распадается
на гораздо больших временных масштабах, поскольку начальные возмущения
в этом случае обеспечиваются ошибками округления.

Чтобы количественно оценить растущие неустойчивости, мы вычитаем ис-
ходную Бозе-звезду из численного решения ψ(t, x) и затем разделяем остаток
на четыре части, принадлежащие секторам с разными собственными значени-
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Рис. 1.5: Нормы Ml′(t) мод неустойчивости, растущих экспоненциально на фоне
Бозе-звезды с l = 1. Тильды обозначают безразмерные единицы; λ = 0.

ями вращений на π/2:

ψ(t, x) = ψbs(x) e
−iωbst + ψ0 + ψ1 + ψ2 + ψ3 . (1.22)

Здесь ψl′(t, x) удовлетворяют R̂π/2ψl′ = eiπl
′/2ψl′ в каждый момент времени t.

Грубо говоря, они имеют угловые моменты l′ = 0÷ 3, хотя вклады с более высо-
кими l′ также возможны. В Приложении А.1 мы конструируем явный проектор
для разложения (1.22).

Нормы Ml′(t) ≡ m
∫
d3x |ψl′|2 возмущений ψl′ построены на рис. 1.5. Гра-

фики с l′ = 0, 2, 3 растут экспоненциально, указывая, что их моды пропорцио-
нальны

δψ ∝ eµ
′
lt (1.23)

на отрезке t̃ ≲ 2500. Где µ — комплексный показатель, а (Reµ)−1 — время
жизни вращающейся конфигурации (1.1). Переход от физических единиц для
комплексного показателя роста мод неустойчивости имеет вид,

µ = µ̃m3G2M 2
bs , (1.24)

где µ̃ безразмерный параметр.
Возмущение с l′ = 3 является доминирующим: оно растет быстрее и пер-

вым становится нелинейным. Аппроксимируя его зависимость от времени экс-
поненциальной, мы получаем Re µ̃3 ≈ 7.74 · 10−3 в согласии со значением в Таб-
лице 1.2, которое получено осесимметричным методом следующего параграфа.
Соответствующий перенос углового момента равен ∆l ≡ |l′ − l| = 2 по моду-
лю 4.
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Зависимости от времени для субдоминантных мод, изображенные на
рис. 1.5 нуждаются в двух замечаниях. Во-первых, нормы ψ0 и ψ2 сравнимы
во все времена, и µ0 = µ2. Мы увидим ниже, что эти возмущения удовлетво-
ряют связанным линейным уравнениям и, следовательно, описывают одну и ту
же неустойчивость с ∆l = |l′ − l| = 1. Во-вторых, график с l′ = 1 остается
ограниченным сначала и затем начинает расти с показателем Reµ1 ≈ 2Reµ3.
Это происходит потому, что соответствующее возмущение принадлежит тому
же сектору l = 1, что и сама Бозе-звезда, и не растет на линейном уровне.
Однако в более поздние времена доминирующая мода ψ3 становится большой,
так что ψ1 ∝ |ψ3|2 через нелинейные члены в уравнениях.

Поскольку доминирующая неустойчивость звезды с l = 1 развивается с
∆l = |l′− l| = 2, соответствующее возмущение плотности имеет максимумы при
двух углах: |ψbs eiφ+ψ3|2−|ψbs|2 ∝ cos(2φ+const). Вот почему фоновая звезда
разделяется на две части на рис. 1.4(c). Последующая нелинейная эволюция
на рис. 1.5(d)-(f) является сложной, потому что исходная звезда с l = 1 имеет
меньшую энергию, чем два изолированных невращающихся объекта с массами
Mbs/2, см. ур. (1.8) и Таблицу 1.1. Как следствие, две звезды половинной массы
остаются связанными друг с другом до тех пор, пока возмущения ψ0 и ψ2 также
не вырастут до нелинейности. Как только это происходит, связанное состояние
разрывается, и формируется конечный невращающийся объект, см. рис. 1.4(f).

1.5 Линейные неустойчивости при произвольных l

1.5.1 Отсутствие самодействия

Численный метод параграфа 1.4 хорошо применим для визуализации
неустойчивости Бозе-звезды с l = 1, но он не применим при больших угловых
моментах. Действительно, быстро вращающиеся Бозе-звезды не могут быть от-
делены от своих собратьев с меньшими l с помощью вращений на π/2 и мини-
мизации энергии. Но, тем не менее, мы хотим вычислить их моды неустойчи-
вости и комплексные показатели µ. Мы начинаем со случая нулевого самодей-
ствия, λ = 0.

Мы вычисляем стационарные профили ψbs(ρ, z), Ubs(ρ, z) звезд с больши-
ми l, решая осесимметричную систему (1.2), (1.3). Для этого мы чередуем шаги
евклидовой эволюции для поля ψ с последовательной релаксацией (SOR) для
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ỹ

x̃

-300

0

300

-300 0 300
ỹ
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Рис. 1.6: Вращающаяся Бозе-звезда с
l = 10 и λ = 0. Используются безраз-
мерные единицы параграфа 1.2.

Рис. 1.7: Энергии Ẽbs вращающихся
Бозе-звезд при нулевом самодействии
бозонов λ = 0; безразмерные единицы
введены в ур. (1.8). Точки представля-
ют численные данные параграфа 1.5,
а сплошная линия — аналитический
результат для больших l из парагра-
фа 1.6.

гравитационного потенциала U , см. Приложение А.2 для деталей. Численная
процедура сходится к конфигурациям с минимальной энергией при заданном l –
вращающимся Бозе-звездам. На практике мы используем ее при умеренно боль-
ших l = 1 ÷ 15. Все полученные решения3 имеют характерные тороидальные
формы, см. рис. 1.6.

Энергии Бозе-звезд с разными l перечислены в Таблице 1.1 и визуализиро-
ваны на рис. 1.7 (точки). При больших l они приближаются к аналитическому
выражению (линия), которое будет выведено в следующем параграфе.

Далее мы возмущаем Бозе-звезды, чтобы исследовать их устойчивость.
Общее возмущение ψ имеет произвольную зависимость от φ и поэтому включа-
ет моды с произвольными угловыми моментами l′. Можно видеть, однако, что
на линейном уровне моды с l′ = l+∆l и l′ = l−∆l связаны друг с другом, но не
с другими модами. Таким образом, каждую такую пару можно рассматривать

3Конечно, профиль и параметры Бозе-звезды с l = 1 совпадают с вычисленными в пара-
графе 1.4.
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независимо, и мы пишем:

ψ =
[
ψbs(ρ, z) + δψ ei∆lφ + δψ̄∗ e−i∆lφ

]
e−iωbst+ilφ ,

U = Ubs(ρ, z) + δU ei∆lφ + δU ∗e−i∆lφ , (1.25)

где δψ, δψ̄ и δU зависят только от ρ, z и t.
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Рис. 1.8: Нормы Ml±∆l (логарифми-
ческая шкала) линейных возмущений,
эволюционирующих со временем на
фоне Бозе-звезды с l = 2 при λ = 0.

Рис. 1.9: Доминирующие моды
неустойчивости δψ(ρ, z) вращающих-
ся Бозе-звезд при: (a) l = 1, ∆l = 2;
(b) l = 2, ∆l = 1; и (c) l = 10, ∆l = 6.
Рассматривается модель с λ = 0.

Подставляя ур. (1.25) в систему Шредингера-Пуассона (1.2), (1.3), мы при-
ходим к уравнениям,

(ωbs + i∂t)δψ = −∆ρ,zδψ/2m+mψbsδU +
[
(l +∆l)2/(2mρ2) +mUbs

]
δψ ,

(ωbs − i∂t)δψ̄ = −∆ρ,zδψ̄/2m+mψ∗
bsδU +

[
(l −∆l)2/(2mρ2) +mUbs

]
δψ̄ ,

(1.26)

∆ρ,zδU −∆l2δU/ρ2 = 4πGm
(
ψ∗
bsδψ + ψbsδψ̄

)
,

где нелинейные члены по δψ, δψ̄, δU опущены, и ∆ρ, z ≡ ∂2ρ + ρ−1∂ρ + ∂2z — это
радиальная часть лапласиана. Последнее уравнение системы ур. (1.26) включа-
ет как δψ, так и δψ̄, так что они действительно не независимы. Эта особенность
объясняет, в частности, почему моды с l′ = 0 и 2 растут с одинаковым показа-
телем на рис. 1.5.

Чтобы извлечь экспоненциально растущие моды неустойчивости

δψ, δψ̄, δU ∝ eµt с Reµ > 0 , (1.27)
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l ∆l Re µ̃ · 103 Im µ̃ · 103 l ∆l Re µ̃ · 103 Im µ̃ · 103
1 2 7.73 −16.2 2 1 3.05 −9.64

3 3 2.42 −6.82 5 4 1.41 −3.45

7 5 0.91 −2.12 10 6 0.55 −1.13

15 8 0.29 −0.58 ≫ 1 ур. (1.42)-(1.43)

Таблица 1.2: Параметры доминирующих неустойчивостей во вращающихся
Бозе-звездах с разными l: переносы углового момента ∆l и комплексные по-
казатели роста µ, см. ур. (1.23), (1.24). Рассматривается случай чисто гравита-
ционных взаимодействий (λ = 0).

мы эволюционируем осесимметричные уравнения (1.26) в действительном вре-
мени t, используя численный метод из Приложения А.2. Нормы Ml±∆l(t) ≡
m
∫
d3x|δψ|2 возмущений на фоне звезды с l = 2 показаны на рис. 1.8. Они

действительно растут экспоненциально4, как и предсказывалось нашей запре-
щающей теоремой.

На практике удобнее держать возмущения ограниченными. Для этого мы
умножаем δψ, δψ̄ и δU на некоторый комплексный фактор ∆N после каждого
шага по времени. Результирующее перенормированное решение приближается
к профилю самой быстрорастущей моды неустойчивости при больших t, в то
время как соответствующий показатель роста равен µ = ∆t−1 ln∆N .

На рис. 1.9 мы демонстрируем доминирующие моды неустойчивости Бозе-
звезд с l = 1, 2, и 10. Как и фоновые звезды, они имеют тороидальные формы.
Показатели µ и переносы углового момента ∆l этих возмущений перечислены
в Таблице 1.2 и показаны на рис. 1.10, 1.11; см. также ур. (1.24). Эти данные
воспроизводят результат трехмерного моделирования при l = 1 и приближа-
ются к аналитическим выражениям следующего параграфа (сплошная линия)
при l ≫ 1.

1.5.2 Самодействующий конденсат

Используя процедуру параграфа 1.5.1, мы вычисляем Бозе-звезды при
различных ненулевых λ. Но на этот раз мы ограничиваемся случаем l = 1. А
именно, восстанавливая последний член в ур. (1.2), мы чередуем шаги евкли-

4Показатели графиков с ∆l = 1 и 3 видимо близки, хотя тот, что с ∆l = 1 растет быстрее.
Эта близкая вырожденность является особенностью Бозе-звезды с l = 2.
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Рис. 1.10: Параметры доминирующих
мод неустойчивости на фоне Бозе-
звезд с разными l: (a) переносы угло-
вого момента ∆l и (b) показатели ро-
ста Reµ в единицах ур. (1.24). Мы рас-
сматриваем пренебрежимо малое са-
модействие частиц, λ = 0. Числен-
ные данные (кружки) быстро прибли-
жаются к асимптотикам при больших
l (1.42),(1.44) (линии).

Рис. 1.11: Мнимые части домини-
рующих показателей неустойчивости
Imµ, вычисленные на фонах враща-
ющихся Бозе-звезд с разными l, см.
рис. 1.10 и см. ур. (1.24). Мы рассмат-
риваем пренебрежимо малое самодей-
ствие бозонов λ = 0. Численные дан-
ные (кружки) приближаются к ана-
литическим асимптотикам (1.43) (ли-
нии) при больших l.

довой эволюции ∆τ = i∆t с перенормировками ψ и SOR проходами для U в
ур. (1.3). Это дает конфигурации Бозе-звезд с M̃bs = 1.

Примечательно, что итерации сходятся только при λ > λcr, где

λcr = (−738± 4)/(GM 2
bs) . (1.28)

Это означает, что решения с фиксированной массой не существуют при взаи-
модействиях ниже λcr (сильное притяжение) или, наоборот, при заданном от-
рицательном λ и надкритических массах Mbs > M

(l=1)
cr , где

M (l=1)
cr ≈ 27.2/(−Gλ)1/2 . (1.29)

Действительно, можно численно видеть, что при фиксированном λ < 0 мас-
са Mbs растет с |ωbs| до достижения максимума M = M

(l=1)
cr с dMbs/dωbs ≈ 0
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см. [50, 81]. За этим критическим пределом наш метод перестает работать. Яс-
но, однако, что аналитическое продолжение к большим |ωbs| по другую сторону
максимума дало бы решения с меньшей массой, а не желаемые тяжелые Бозе-
звезды.

Вышеупомянутое критическое поведение при M > M
(l=1)
cr такое же, как в

случае невращающихся Бозе-звезд [51]. Физически оно вызвано самопритяже-
нием, доминирующим в плотном Бозе-Эйнштейновском конденсате и заставля-
ющим объекты с большой массой коллапсировать, т.е. сжиматься автомодель-
ным образом [38,50]. Коллапс заканчивается потоками релятивистских бозонов,
покидающих конденсат [38]. Из-за этого процесса не существует стационарных
Бозе-звезд с заданной массой при λ < λcr.

Запуская трехмерные моделирования эволюции Бозе-звезды, описанное в
параграфе 1.4, в модели с притягивающими самодействиями, мы явно прове-
рили, что Бозе-звезда с l = 1 действительно коллапсирует при λ < λcr, см.
видео [80](b).

В противоположном случае λ > λcr мы изучаем устойчивость Бозе-
звезды, добавляя члены самодействия в ур. (1.26) и эволюционируя возмущения
в реальном времени. Нормы δψ, δψ̄ и δU растут экспоненциально, если λ < λ0,
где

λ0 ≈ (672± 2)/(GM 2
bs) . (1.30)

Их показатели Reµ показаны на рис. 1.12. Таким образом, во всей области
λcr < λ < λ0 Бозе-звезда с l = 1 распадается, сбрасывая свой угловой момент.

При λ > λ0 возмущения остаются ограниченными в течение всей реаль-
ной временной эволюции. Формально аппроксимируя их нормы экспонентами,
мы получаем точки в правой части рис. 1.12, которые согласуются с Reµ ≈ 0.
Выполняя трехмерные моделирования, мы проверили, что даже сильно возму-
щенная звезда не распадается в этом случае, см. видео [80](c). Мы заключаем,
что Бозе-звезды с l = 1 абсолютно устойчивы при λ > λ0 или

M > M
(l=1)
0 ≈ 25.9/(Gλ)1/2 , (1.31)

где ур. (1.30) было переписано в терминах массы.
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Рис. 1.12: Наибольший показатель неустойчивости Reµ Бозе-звезды с l = 1

как функция самодействия бозонов λ (линия-точки) при Mbs = const. Единицы
µ введены в ур. (1.24). Затененные области соответствуют коллапсирующим
звездам при больших отрицательных λ и абсолютно устойчивым звездам при
λ > λ0.

1.6 Аналитические решения при l ≫ 1

1.6.1 Бозе-звезды

При больших l профили вращающихся Бозе-звезд и их моды неустойчиво-
сти могут быть вычислены аналитически. Для начала, кратко объясним идею,
используя грубые оценки. В этом параграфе ограничимся рассмотрением слу-
чая с пренебрежимо малым параметром самодействия, λ = 0.

Размер Rbs быстро вращающейся Бозе-звезды велик. Действительно, он
определяется балансом между гравитационной и центробежной силами, |Ubs| ∼
GMbs/Rbs ∼ (l/mRbs)

2, и поэтому растет как

Rbs = 2πl2/(m2GMbsαl) ∝ l2 , (1.32)

при l → +∞, где мы ввели параметр порядка единицы αl. С другой стороны,
типичный импульс конденсированных бозонов связан с глубиной потенциаль-
ной ямы звезды: ∆ρ,zψbs/ψbs ∼ m2Ubs ∝ l−2 и следовательно ∂ρ, zψbs/ψbs ∝ l−1.
Это предполагает, что звезда с большим l имеет форму кольца на рис. 1.13(a)
с радиусом и толщиной, пропорциональными l2 и l соответственно.

Вышеупомянутое свойство явно заметно в численных профилях, получен-
ных в предыдущем параграфе. Действительно, объект с l = 10 на рис. 1.6 напо-
минает тор с двумя существенно различными радиусами. Таким образом, удоб-
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Рис. 1.13: (Не в масштабе) (a) Поверхность постоянной плотности вращающейся
Бозе-звезды при больших l. (b) То же для эквивалентного объекта с цилиндри-
ческой симметрией. (c) Добавление возмущения.

но рассматривать такие кольцеобразные объекты в координатах x2 = (x2, y2),

ρ = Rbs + lx2 , z = ly2 , (1.33)

которые не зависят от l. Напомним также, что размер Rbs ∝ l2 кольца контро-
лируется новым параметром αl, который будет определен позже.

Это наблюдение фиксирует зависимость от l энергии связи ωbs ≡ ω2/l
2 и

полей,

ψbs = l−2 ψ2(x2) , Ubs = l−2U2(x2)−
l2

2m2R2
bs

, (1.34)

где мы снова предположили, что масса Бозе-звезды (1.5) не зависит от l. Под-
ставляя анзац (1.34) в ур. (1.3), (1.4) и игнорируя члены, подавленные l−1, мы
приходим к уравнениям для профиля кольца,

ω2ψ2 = −∆2ψ2

2m
+mU2ψ2 , (1.35)

∆2U2 = 4πmG|ψ2|2 . (1.36)

Здесь и ниже ∆2 ≡ ∂2x2 + ∂2y2 — двумерный лапласиан.
Очевидно, ур. (1.35), (1.36) повторяют исходную задачу Шредингера-

Пуассона (1.3), (1.4), но в двух измерениях. Таким образом, сечение φ = const
нашей Бозе-звезды с большим l имеет тот же профиль, что и Бозе-звезда в
пространстве меньшей размерности. Дополнительный множитель eilφ в ур. (1.1)
обеспечивает вращение.

Теперь ясно, почему все вращающиеся Бозе-звезды неустойчивы при боль-
ших l. Радиусы их колец так велики, что соответствующие эффекты кривизны
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Рис. 1.14: Двумерная Бозе-звезда |ψ2(r2)| (сплошная линия) по сравнению с се-
чением вращающихся трехмерных звезд |l2ψbs(Rbs + lr2, 0)| (точки). В послед-
нем случае мы определяем радиус Бозе-звезды Rbs как положение максимума
|ψbs| при z = φ = 0, затем используем безразмерные единицы с параметром v′0,
полученным из ур. (1.37). Рассматривается случай λ = 0.

даже не вносят вклад в ведущие уравнения (1.35), (1.36). Следовательно, эти
звезды эквивалентны цилиндрическим объектам на рис. 1.13(b). Результирую-
щие статические конфигурации Бозе-Эйнштейновского конденсата неустойчи-
вы относительно распада на множество сферических капель с меньшим поверх-
ностным натяжением, см. рис. 1.13(c).

Естественно ожидать, что решение ур. (1.35), (1.36) имеет круговую сим-
метрию в плоскости x2, т.е. зависит от r22 ≡ x22 + y22. Как следствие, исходная
трехмерная звезда также симметрична, с поверхностями постоянной плотности,
образующими торы. Мы используем это свойство, чтобы вычислить профиль
звезды: подставляем ψ2 = ψ2(r2) и U2(r2) в ур. (1.35), (1.36) и решаем обык-
новенные дифференциальные уравнения методом стрельбы. Этот стандартный
расчет изложен в Приложении А.3. Примечательно, что результирующая функ-
ция ψ2(r2) вещественна.

Численно снова удобно использовать безразмерные единицы с G = m = 1

и восстанавливать физические. Для этого мы преобразуем x2 = x′
2/mv

′
0 и

ψ2 = v′20 (m/G)
1/2ψ′

2, U2 = v′20 U
′
2 как в трех измерениях, но с новым парамет-

ром v′0, выбранным так, чтобы ψ′
2(0) = 1. Двумерный профиль ψ′

2(r
′
2) де-

монстрируется на рис. 1.14 (сплошная линия). Примечательно, что сечения
φ = const трехмерных вращающихся звезд (точки) приближаются к этому гра-
фику при l → +∞.
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Имея ψ2, мы вычисляем параметры Бозе-звезды. Переписывая инте-
грал (1.5) при больших Rbs в двумерных терминах (1.33), (1.34) и выполняя
преобразование, мы приходим к массе Бозе-звезды,

Mbs =
4π2(v′0)

2M ′
2

m2G2Mbsαl
, (1.37)

где мы использовали ур. (1.32) и вычислили оставшийся безразмерный инте-
грал M ′

2 ≡
∫
d2x′

2 |ψ′
2|2 ≈ 1.70. На практике, можно использовать это соотно-

шение для выражения параметра преобразования v′0 через полную массу Mbs.
Аналогично, энергия (1.6) Бозе-звезды равна,

Ebs =
m2G2M 3

bs

8π2l2
αl

[
αl +

1

2
+ ln(βαl/l

2)

]
. (1.38)

На этот раз мы извлекли, дополнительно, v′0 из ур. (1.37) и ввели другой чис-
ленный коэффициент β ≈ 2.86 · 10−2, см. Приложение А.3 для деталей.

Мы, наконец, экстремизируем энергию (1.38) по отношению к параметру
αl, характеризующему радиус Бозе-звезды Rbs ∝ l2/αl. Это дает нелинейное
уравнение (1.45) и завершает построение Бозе-звезды при больших l. Напомним,
что мы уже предварительно привели асимптотику энергии (1.38) в последнем
элементе Таблицы 1.1 и на рис. 1.7. Последний график грубо согласуется с
численными данными даже при l ∼ 1, становясь более точным при больших l.
Как всегда, энергия связи бозонов внутри Бозе-звезды равна ωbs = 3mEbs/Mbs,
см. ур. (1.12).

1.6.2 Неустойчивости

Теперь мы оценим экспоненциально растущие моды, разрушающие быст-
ро вращающиеся Бозе-звезды.

Для этого мы убираем зависимость от l из координат и фоновых полей
в линейных уравнениях (1.26), используя ур. (1.33), (1.34). Затем, подставляя
δψ, δψ̄, δU ∝ exp(µt), мы приходим к ведущему порядку задачи на собственные
значения

−µ2 η =
p2φ −∆2

2m
χ+mψ2 δU + (mU2 − ω2)χ,

µ2 χ =
p2φ −∆2

2m
η + (mU2 − ω2) η , (1.39)

∆2δU = p2φ δU + 8πGmψ2 χ .
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Здесь мы вспомнили, что ψ2(x2) вещественна и ввели «вещественные» и «мни-
мые» возмущения χ(x2) ≡ (δψ + δψ̄)/2 и η(x2) ≡ (δψ − δψ̄)/2i. Кроме того, в
ур. (1.39) мы заменили перенос углового момента ∆l и комплексный показатель
µ на параметры

pφ = l∆l/Rbs , µ2 = l2(µ+ ipφ/mRbs) . (1.40)

Решая задачу на собственные значения (1.39), можно найти все моды колебаний
Бозе-звезды при заданном ∆l и определить их показатели µ. Примечательно,
что та же задача с pφ = 0 описывает колебания двумерной звезды ψ2(r2), ко-
торая устойчива. Мы прежде всего сосредоточимся на модах неустойчивости с
Reµ > 0 при pφ ̸= 0.

Отметим, что эти экспоненциально растущие возмущения с Reµ > 0 име-
ют несколько свойств, доказанных в Приложении А.3. Во-первых, их собствен-
ные значения µ2 и профили χ, η, δU вещественны. Этот результат ожидаем,
поскольку ур. (1.39) вещественны. Как следствие, µ2 и pφ параметризуют веще-
ственную и мнимую части исходного показателя µ через ур. (1.40). Во-вторых,
все моды неустойчивости исчезают на бесконечности,

χ, η, δU → 0 при |x2| → +∞ . (1.41)

Действительно, менее локализованные решения ур. (1.39) описывают волны,
осциллирующие с вещественными частотами iµ2 в далекой области с ψ2 ≈ 0.
В-третьих и наконец, моды неустойчивости вращательно-симметричны с дву-
мерной точки зрения, т.е. зависят только от r2 = |x2|. Этот последний факт
согласуется с интуитивным рисунком 1.13(c).

Мы явно вычисляем профили экспоненциально растущих возмущений,
используя ту же стратегию, что и раньше. Подставляем вращательно инвари-
антный анзац χ(r2), η(r2), δU(r2) в ур. (1.39) и выполняем преобразование с
параметром v′0, например, χ = v′20 (m/G)

1/2χ′(r′2). Это дает систему обыкно-
венных дифференциальных уравнений с двумя безразмерными константами:
собственным значением µ′2 = µ2/(mv

′2
0 ) и преобразованным экстра-размерным

импульсом p′φ = pφ/(mv
′
0). После этого применяем метод стрельбы для решения

уравнений с условиями регулярности в начале координат и условиями спада-
ния (1.41) на бесконечности, см. Приложение А.3 для деталей.

Мы находим ровно одну моду неустойчивости при 0 < p′φ < 2, и нет
мод вне этого интервала. Соответствующее собственное значение µ2(pφ) по-
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Рис. 1.15: Собственное значение µ2 моды неустойчивости как функция экстра-
размерного импульса pφ.

строено на рис. 1.15. Поскольку сама по себе двумерная Бозе-звезда устойчи-
ва, нет неустойчивостей при pφ = 0. В противоположном пределе больших pφ
энергия вращения делает операторы в правых частях ур. (1.39) положительно-
определенными и приводит µ22 к отрицательным значениям.

Самое быстрорастущее возмущение соответствует максимуму графи-
ка 1.15 при µ′2 ≈ 1.49 и p′φ ≈ 1.23 (точка). Преобразуя обратно к физическим
единицам и используя ур. (1.40), (1.32), мы получаем вещественную и мнимую
части показателя роста µ в ур. (1.24) с коэффициентами

Re µ̃ =
µ′2 αl

(2πl)2M ′
2

≈ 2.22 · 10−2 αl
l2
, (1.42)

Im µ̃ = − p′φ α
3/2
l

(2πl)2(M ′
2)

1/2
≈ −2.39 · 10−2 α

3/2
l

l2
. (1.43)

Кроме того, первое из ур. (1.40) фиксирует перенос углового момента,

∆l =

[
l p′φ

α
1/2
l (M ′

2)
1/2

]
≈
[
0.944 · l
α
1/2
l

]
, (1.44)

с поправками, подавленными как l−1. Здесь [·] обозначает ближайшее целое чис-
ло, а параметры порядка единицы αl удовлетворяют нелинейному уравнению5

2αl + 3/2 + ln(βαl/l
2) = 0 с β ≈ 2.86 · 10−2 . (1.45)

Предварительно были рассмотренны вышеупомянутые асимптотические выра-
жения в ур. (1.42-1.44) и визуализированы на рис. 1.10, 1.11. Еще раз заметим,

5С численным решением αl ≈ {1.02, 1.51, 1.82, 2.05, 2.23, 2.38, 2.51, 2.62, 2.72, 2.81} при
l = {1, . . . , 10} и асимптотикой при больших l αl = ln l +O(ln ln l).
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что численные результаты параграфа 1.5 приближаются к асимптотическим
выражениям при больших l на всех рисунках.

В заключении параграфа отметим, что в модели с ультралегкой (fuzzy)
темной материей времена жизни неустойчивых вращающихся Бозе-звезд фор-
мально могут превышать возраст Вселенной. Действительно, в этом случае
ур. (1.24), (1.42-1.44) дают,

(Reµ)−1 ≃ 1010 лет · l2
( m

10−22

)−3
(

Mbs

4 · 107M⊙

)−2

,

где мы использовали αl ∼ 1. Можно поспешно заключить, что эти конфигура-
ции стабильны в космологических временных масштабах, если m ∼ 10−22 эВ,
l ≳ 1, и Ms ≲ 4 · 107M⊙. Но на самом деле их времена жизни всегда сравнимы
с периодами колебаний 2π/ωbs в ур. (1.1):

|ωbs|/Reµ ≈ 1.7 (αl + 1) ∼ O(1) , (1.46)

где снова использована аналитика для больших l. Таким образом, эти Бозе-
звезды не могут считаться ни станционарными ни квазистационарными состо-
яниями, поскольку время развития неустойчивости порядка |ωbs|−1. Кроме то-
го, времена жизни этих вращающихся объектов короче, чем времена свобод-
ного падения tfree ∼ l/|ωbs| в их гравитационных полях, и следовательно мно-
го меньше, чем их времена образования в разумных механизмах формирова-
ния [18, 22, 26, 41, 42]. Все это оставляет только один способ наблюдать враща-
ющиеся Бозе-звезды: настроить начальные данные на их профили с экспонен-
циальной точностью, как мы сделали на рис. 1.4.

1.7 Обсуждение

В этой главе аналитически доказано, что вращающиеся нерелятивистские
Бозе-звезды неустойчивы при любом ненулевом угловом моменте, если само-
действие их бозонов притягивающее или пренебрежимо малое, λ ≤ 0. Этот
результат справедлив для популярных моделей с КХД аксионной или «fuzzy»
темной материей. Также было продемонстрировано, что в моделях с отталки-
вающим самодействием (λ > 0) звезда с l = 1 неустойчива при массах ниже
Ms, 0 ≈ 25.9/(λG)1/2 и абсолютно устойчива при Mbs > Ms, 0, см. ур. (1.30).

Вычислены времена жизни неустойчивых вращающихся звезд в
ур. (1.24) , (1.46) и в Таблице 1.2. Они всегда сравнимы с обратными энергиями
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связи ω−1
bs Бозе-звезд и меньше времен свободного падения в их гравитацион-

ных полях. Таким образом, вращающиеся звезды (1.1) не могут быть образова-
ны в реалистичных сценариях формирования [18,22,26,41,42] и фактически не
могут даже считаться долгоживущими квазистационарными состояниями. Это
наблюдение имеет ряд феноменологических следствий.

Во-первых, сценарий [52] с вращающимися аксионными звездами, дости-
гающими порога для взрывного параметрического радиоизлучения [30, 45, 53],
не может быть реализован. Все еще можно рассматривать излучение во вре-
мя промежуточных стадий, когда плотная и короткоживущая вращающаяся
конфигурация сбрасывает свой угловой момент. Но сначала должен быть пред-
ложен конкретный сценарий формирования последней.

Во-вторых, неустойчивость вращающихся Бозе-звезд обеспечивает уни-
версальный механизм избавления от углового момента. Можно представить,
например, что Бозе-звезды из аксионов темной материи гравитационно кол-
лапсирует в черные дыры без углового момента в результате слияний и образо-
вания Бозе-звезд бóльшей массы. Это возможно в моделях, в которых масштаб
нарушения симметрии Печчеи-Куинн fa порядка массы Планка [82]. Данный
сценарий образования черных дыр мог бы служить объяснением наблюдаемой
распространенности невращающихся черных дыр. [54–56].

В этой главе также разработано аналитическое описание быстро враща-
ющихся Бозе-звезд с l ≫ 1. Эта техника является дополнением к численным
методам при умеренно малых l, она дает параметры и времена жизни звезд
как систематические разложения по l−1, см. (1.42-1.44), (1.38). Мы видели, что
такая аналитика грубо применима даже при l ∼ 1, и она становится точной при
больших l, см. рис. 1.10, 1.7.

Наш аналитический метод основан на простом наблюдении, что Бозе-
звезды при больших l имеют формы параметрически тонких колец, см. рис. 1.6
и 1.13(a). Как следствие, их сечения и моды неустойчивости могут быть полу-
чены решением определенных обыкновенных дифференциальных уравнений.
Этот подход может быть легко обобщен на нетривиальные ситуации: случай
ненулевого самодействия λ ̸= 0, релятивистская модель с комплексным полем,
как в работах [76–78], вращающаяся звезда во внешнем гравитационном потен-
циале и т.д.

Хотя Бозе-звезда с l = 1 становится устойчивой при достаточно сильных
отталкивающих самодействиях λ > λ0, ур. (1.30), судьба объектов с больши-
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ми l гораздо менее тривиальна. В моделях с доминирующим короткодейству-
ющим отталкиванием вихри с l ≥ 2 распадаются [72] на элементарные вихри
с l = 1, и последние равномерно распределяются по доступному объему. Это
предполагает, что осесимметричные конфигурации с l ≥ 2 (1.1) неустойчи-
вы при любых λ, и реальный вопрос заключается в том, распадаются ли они
на гравитационно связанные объекты с l элементарными вихрями внутри, или
большинство вихрей мигрируют на периферию системы и исчезают в обломках.
Первое исследование такого процесса было проведено в работе [83].

Наконец, отметим, что хотя формирование вращающихся Бозе-звезд тре-
бует тонкой настройки начальных данных или специального механизма, рас-
пады этих объектов настолько сложны, что их исследования могут иметь на-
учную ценность сами по себе. Действительно, мы ожидаем, что звезды с боль-
шими l разбиваются на ∆l ∝ l невращающихся компонентов, осциллирующих
и вращающихся вокруг общего центра, см. видео [80](a). Это состояние долж-
но существовать некоторое время до возможного разрыва благодаря субдоми-
нантным неустойчивостям. После этого некоторые компоненты могут приливно
разрушиться, а другие выжить. В случае притягивающих самодействий компо-
нентные объекты могут оказаться надкритическими и коллапсировать, излучая
релятивистские аксионы [38] или фотоны [53], поскольку они больше не защи-
щены центробежными барьерами.
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Глава 2

Автомодельная кинетика гравитационной
Бозе-Эйнштейновской конденсации

2.1 Введение. Автомодельность функции распределения.

Результаты моделирования образования крупномасштабной структуры
показывают [18–28], что самые маленькие сгустки легкого бозонного (аксио-
ноподобного) [84] темного вещества выглядят необычно. Помимо вириализо-
ванного темного газа, они включают Бозе-звезды [29, 30], см. рис. 2.1(a). Ес-
ли темные бозоны являются КХД аксионами [85, 86], эта структура появля-
ется [22, 26] внутри аксионных мини-кластеров астероидной массы [8, 31–35],
а если они ультралегкие (fuzzy) [87–90], Бозе-звезды возникают как гигант-
ские солитоны [18–21, 23, 24, 27, 28] в центре галактик. В обоих сценариях
Бозе-Эйнштейновская конденсация обеспечивается [22,91,92] огромной фазовой
плотностью (перенаселенностью) [93,94] темной материи и ее частичной терма-
лизацией посредством дальнодействующих гравитационных сил. Действитель-
но, рождение Бозе-звезд в симуляциях занимает время, сравнимое [22,42,58,95]
с гравитационным временем релаксации [22]. Вопрос в том, как эти объекты
растут дальше, конденсируя бозоны, составляющие темную материю?

Забегая вперед, сделаем утверждение, которое будет явно продемостри-
ровано в Главе 3. Перенаселенный Бозе-газ, окружающий Бозе-звезду, эво-
люционирует автомодельным образом. А именно, его функция распределе-
ния F (t, ω) = dN/dω частиц по энергиям ω сохраняет форму в течение дли-
тельных периодов эволюции, просто перемасштабируясь коэффициентами α(t)
и β(t),

F (t, ω) ≡ dN

dω
= α(t)Fs (β(t)ω) . (2.1)

Более того, сами коэффициенты являются степенями времени:

α(t) ∝ (t− ti)
−1/D и β(t) ∝ (t− ti)

2/D−1 , (2.2)

где D параметризует масштабную размерность, а ti — начало отсчета времени.
Закон (2.1), (2.2) был впервые обнаружен в микроскопических (Шредингер-
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Рис. 2.1: (a) Симуляция в ящике описанная в Главе 3. Она включает однородный
и изотропный газ бозонов и новорожденную Бозе-звезду (яркая точка). Цвет
указывает плотность темной материи |ψ̃|2(x̃, ỹ, z̃) при z̃ = 0 в безразмерных
единицах Главы 1 с фиксированным v0 = 1. Вставка увеличивает изображение
Бозе-звезды. (b) Типичный автомодельный профиль Fs(ωs) в ур. (2.1), (2.2)
(log-log масштаб).

Пуассоновских) симуляциях, которые мы подробно рассмотрим в главе 3. Эта
же глава будет посвещена выводу этой симетрии из упрощенного кинетического
уравнения.

Автомодельная кинетическая эволюция, подчинаюящаяся уравнениям,
подобным ур. (2.1), (2.2), наблюдались во множестве неравновесных систем с
большими числами заполнения: в вырожденных бозе газах с короткодейству-
ющими взаимодействиями, как на слаботурбулентных (кинетических) [62, 63,
96–101], так и на сильносвязанных (сверхтекучих) [64, 69, 70, 102–105] стадиях
этого процесса, в не-Абелевых плазмах, создаваемых столкновениями тяжелых
ионов [65–68, 106–108], и в стохастических полях материи, термализующихся в
постинфляционную эпоху [109–111]. Автомодельная динамика ультра-холодных
газов подтверждена экспериментально [112–116].

Физически, автомодельные решения кинетических уравнений могут иг-
рать роль «нетепловых аттракторов» [111], которые система посещает на пути
к тепловому равновесию. Они могут задерживать термализацию на многие вре-
мена релаксации [109,110]. Кроме того, эти решения могут обеспечивать перенос
сохраняющихся величин (например, энергии или числа частиц) к низким или
высоким импульсам, обобщая [62, 63, 98] стационарные каскады Колмогорова-
Захарова [117–119]. Обычно теоретические исследования автомодельной дина-
мики сводятся к вычислению масштабных показателей и профилей — анало-
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гов D и Fs(ωs) в ур. (2.1), (2.2) — и идентификации «нетеплового аттрактора»,
который часто уникален [62–64,67–71].

В этой главе систематически изучается автомодельная кинетика, управ-
ляемая дальнодействующими6 гравитационными силами. Если быть точны-
ми, мы рассматриваем высоконаселенный, гравитационно взаимодействующий
бозонный газ в окрестности Бозе-Эйнштейновского конденсата (Бозе-звезды).
Мы упрощаем кинетическое уравнение для этого газа: игнорируем его средние
пространственные неоднородности и описываем двухчастичное гравитационное
рассеяние с помощью приближенного интеграла Ландау [120]. Мы учитываем
обмен частицами и энергией с конденсатом, используя поглощающие (конденси-
рующие) частицы граничные условия при низких энергиях и внешний источник,
нагревающий газ.

Будет показано, что с этими упрощениями кинетическое уравнение име-
ет семейство автомодельных решений (2.1), (2.2) — аттракторов кинетической
эволюции. А именно, если внешний источник отсутствует, эволюция неизбежно
приближается к скейлинговому режиму с D = 5/2, а если источник масштабно-
симметричен, автомодельность возникает при других D. Мы проклассифици-
руем все автомодельные решения с конечными массами, энергиями и потоками.

Наши автомодельные профили Fs(ωs) включают7 тепловые (Рэ-
лея–Джинса) низкоэнергетические хвосты Fs ∝ ω

−1/2
s и обрезания при высо-

ких ωs, см. эскиз на рис. 2.1(b). Кроме того, они поддерживают конечные пото-
ки частиц при самых низких ωs («IR cutoff» на рисунке), ниже которых частицы
поглощаются конденсатом. Эта структура необычна: в стандартном случае ко-
роткодействующих взаимодействий соответствующие хвосты являются нетеп-
ловыми8 степенными законами [62, 63, 71]. Тем не менее, наши автомодельные
решения далеки от истинного равновесия, поскольку все их части, включая
тепловые хвосты, эволюционируют согласно ур. (2.1), (2.2).

6Заметим, что электромагнитные взаимодействия эффективно короткодействующие в
плазме [120,121] из-за дебаевского экранирования; см. кинетику гравитационных волн в [122].

7Мы нашли профили с другим, Fs ∝ ω−1/3
s , поведением на низких энергиях. Но они об-

разуют меньшее семейство с одним фиксированным параметром и затухают в зависящих от
времени численных симуляциях. Они, вероятно, являются тонко настроенными и неустойчи-
выми.

8Они часто близки [62, 63, 71] к степенным каскадам Колмогорова-Захарова [117–119],
описывающим перенос частиц или энергии в фазовом пространстве. В нашем случае един-
ственный каскад F ∝ ω−1/3, вероятно, неустойчив, см. детали в параграфе 2.4.
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Что наиболее важно, мы наблюдаем, что кинетическая эволюция остает-
ся приблизительно автомодельной даже если масштабная симметрия кинетиче-
ского уравнения явно нарушена внешними условиями, например, произвольно
выбранным источником энергии. В этом новом9 режиме адиабатической авто-
модельности [125] эволюция следует скейлинговому закону (2.1), (2.2) в течение
длительных эпох, пока ее параметр D = D(t) медленно изменяется со време-
нем. Мы ожидаем, что все нарушающие масштабную инвариантность эффекты,
даже те, которые мы проигнорировали, действуют аналогично: вызывают мед-
ленную эволюцию в пространстве решений вместо того, чтобы разрушать ав-
томодельность. Это предположение подтверждается наблюдением автомодель-
ного поведения в микроскопических (Шредингер-Пуассоновских) симуляциях,
которые будут проведены в главе 3.

Мы увидим, что адиабатическая автомодельность является эффективным
аналитическим инструментом для неравновесной кинетики. Ее используют, вы-
числяя последовательность автомодельных решений с разными D, а затем из-
влекая медленную зависимость этого параметра от времени, например, из зако-
нов сохранения. Постоянная разложения в этом подходе — это относительный
вклад нарушающих масштабную инвариантность эффектов, оцениваемый как

d lnD/d ln(t− ti) ≪ 1 . (2.3)

В этой главе мы рассмотрим одно применение адиабатического метода: кон-
денсация в присутствии нарушающего масштабную инвариантность источника,
оставляя описание роста Бозе-звезды для главы 3. Забегая вперед, отметим, что
в обоих случаях мы успешно описываем нетривиальную кинетическую эволю-
цию с точностью до нескольких эвристических констант.

2.2 Масштабная симметрия гравитационной кинетики

Рассмотрим перенаселенный газ нерелятивистских бозонов с двухчастич-
ными гравитационными взаимодействиями [22]. Три упрощения делают его ки-
нетическое уравнение масштабно-инвариантным. Во-первых, игнорируем про-

9Ближайшим явлением можно считать предскейлинг [123,124]: почти автомодельная эво-
люция до достижения истинного — и уникального — нетеплового аттрактора. В нашем слу-
чае автомодельные решения существуют при разных D, и адиабатическая автомодельность
означает переход между ними.
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странственную неоднородность газа и его коллективное гравитационное поле,

fp(t, x) = fp(t) и Ū(t, x) = 0 , (2.4)

где fp — фазовая плотность, а p — импульс частицы. Во-вторых, предполагаем
большие числа заполнения

fp ≫ 1 , (2.5)

т.е. нетепловое состояние ниже точки конденсации. В-третьих, используем при-
ближение Ландау (для дальнодействующих сил) для гравитационного рассея-
ния [120].

Эти приближения дают кинетическое уравнение10 [22]

∂tfp = St fp ≡ −∂pjsj(p) , (2.6)

с интегралом столкновений St fp и потоком Ландау

si(p) =
G2m4Λ

4π2

∫
d3q

|u| Pij

[
f 2p∂qjfq − f 2q∂pjfp

]
, (2.7)

описывающим гравитационные столкновения частиц с импульсами p и
q; мы ввели их относительную скорость u = (p− q)/m и проектор
Pij = δij − uiuj/|u|2, ортогональный u. Сила гравитационного рассеяния в
ур. (2.7) контролируется массой частицыm, гравитационной постояннойG и ку-
лоновским логарифмом Λ = ln(p0R) ≳ 1, зависящего от характерного масштаба
импульса частицы p0 и пространственного размера газа R.

Теперь упрощенное кинетическое уравнение (2.6), (2.7) имеет масштабную
симметрию

f → af , p → p/b, t− ti → (t− ti)/a
2 (2.8)

с константами a, b и началом отсчета времени ti. Другими словами, функция

f ′p(t− ti) = afbp(a
2(t− ti))

удовлетворяет уравнению, если удовлетворяет fp(t).
Мы будем аргументировать в параграфе 2.5, что симметрия (2.8) гаран-

тирует существование автомодельных кинетических решений (2.1), (2.2). В ре-
альности она нарушена эффектами свободного пробега и средним гравитаци-
онным полем неоднородного газа, а также поправками на короткодействие и

10Того же вида, что и уравнение для случайных волн в кулоновски взаимодействующей
плазме [119,120], но с заменой электрического заряда e→ m

√
G.
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малость чисел заполнения (1/f) к интегралу столкновений. Однако вскоре мы
увидим, что автомодельные решения являются динамическими аттракторами.
Физически значимые, нарушающие масштабную инвариантность эффекты не
разрушают их, а вызывают медленный сдвиг их параметров.

Прежде чем продолжить, упростим далее ур. (2.6), (2.7), предположив,
что газ изотропен, т.е. fp зависит только от p2. В этом случае удобно работать
с распределением частиц по энергиям ω,

F (t, ω) ≡ dN

dω
=
mVR
2π2

pfp , ω =
p2

2m
, (2.9)

где VR — пространственный объем газа. Кинетическое уравнение (2.6), (2.7)
принимает форму (см. Прил. Б.1 и 11 [22]):

∂tF = StF , StF = −∂ωJN = −ω−1∂ωJE , (2.10a)

где мы ввели потоки частиц и энергии в ω-пространстве,

JN = ∂ωW (ω) и JE = ω2∂ω (W (ω)/ω) , (2.10b)

и функцию

W (ω) = W0 (BC − AF ) , W0 ≡
(2ω0)

3

trelN 2
0

, (2.10c)

включающую три основных интеграла

A(ω) =

∞∫
0

dω′ min3/2(ω, ω′)

3ω′ω1/2
F 2(ω′) , (2.10d)

B(ω) =

ω∫
0

dω′F (ω′) , и C(ω) =

∞∫
ω

dω′

2ω′ F
2(ω′) .

Заметим, что последнее равенство в ур. (2.10a) есть тривиальное следствие
определений (2.10b). В ур. (2.10c) мы использовали параметры, храктеризу-
ющие масштаб системы: характерный масштаб энергии частицы ω0 = p20/(2m),
число частиц N0, и теоретическое время релаксации

trel =
ω3
0V

2
R

π3N 2
0m

2G2Λ
∼ tgr . (2.11)

11По сравнению с [22], мы изменили нормировки основных интегралов: A→ mV 2
RA/(4π

4)

и B → VRB/(2π
2).
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Последнее грубо совпадает12 [22] со временем tgr, за которое Бозе-звезды обра-
зуются в симуляциях.

Заметим, что изотропия газа ни способствует, ни препятствует автомо-
дельной динамике: мы рассматриваем этот случай как простой и физически
мотивированный. В терминах F масштабные преобразования (2.8) выглядят
как

F → F ′(t− ti, ω) =
a

b
F (a2(t− ti), b

2ω) . (2.12)

Они оставляют кинетическое уравнение (2.10a) инвариантным.
Далее, добавим Бозе-Эйнштейновский конденсат в систему. Под дей-

ствием гравитации, конденсированные частицы создают потенциальную
яму Ubs(x) < 0 и одновременно занимают ее низший энергетический уро-
вень ωbs < 0. В результате они образуют гравитационно самосвязанный объект
с локализованной плотностью массы |ψbs|2(x), называемый Бозе-звездой [30],
см. рис. 2.2(b).

В этой главе мы не будем изучать саму Бозе-звезду, только ее влияние на
окружающий газ (см., однако, [38, 51, 126–130]). С одной стороны, конденсация
частиц на звезду означает их переходы на уровень ωbs < 0 и, следовательно,
ненулевой поток частиц через границу ω = 0 энергетического пространства га-
за. Пример такого процесса дан на рис. 2.2(a): частица теряет свою энергию
в гравитационном столкновении и присоединяется к конденсату. Мы имитиру-
ем конденсацию13 эффективным поглощающим членом в кинетическом урав-
нении. Поскольку гравитационное рассеяние более эффективно при малых пе-
реданных энергиях [120], Бозе-звезда в основном поглощает частицы с низки-
ми ω [58]. Соответственно, наш поглощающий член будет действовать при ма-
лых ω ≲ ωIR [125].

С другой стороны, сохранение полной энергии в системе газ-Бозе-звезда
предполагает, что конденсация нагревает газ, т.е. повышает его энергию. На-
пример, конденсирующаяся частица на рис. 2.2(a) передает свой избыток энер-
гии ω − ωs > 0 партнеру по столкновению, остающемуся в газе. Поскольку на-
гревание существенно [26, 125], мы имитируем его источником энергии Jext в
кинетическом уравнении.

12Строго говоря, trel ≡ 3tgr/(2b
√
2), где b ∼ 0.6÷ 0.9 [22].

13Обратный процесс, выбивающий частицы с уровня ωbs, испаряет конденсат [58]. Наш
эффективный член в уравнении описывает разность между конденсацией и испарением.
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Рис. 2.2: (a) Диаграмма конденсации частицы на Бозе-звезду. (b) Гравитацион-
ное поле Бозе-звезды Ubs(x) и ее плотность массы |ψbs|2(x).

Эти две физических мотивации подсказывают кинетическое уравнение

∂tF = StF − µ(ω)F + Jext(t, ω) , (2.13)

моделирующее обмен частицами и энергией с конденсатом. В частности, губ-
ка µ(ω), локализованная при ω ≲ ωIR, поглощает частицы, а источник Jext

накачивает энергию в газ.
Можно сказать, что ур. (2.13) справедливо только на качественном

уровне. Более детальное описание включало бы гравитационное поле Бозе-
звезды и предоставляло F -зависимые выражения для µ и Jext на основе пра-
вильного интеграла столкновений, см. [58]. Однако мы используем ур. (2.13)
как удобный испытательный инструмент для автомодельной кинетики. Кро-
ме того, мы не ожидаем, что опущенные члены отодвинут эволюцию слишком
далеко от автомодельных аттракторов: в параграфе 2.6 мы увидим, что разум-
ные эвристические выборы µ и Jext дают очень хорошие результаты, см. также
в [125].

В общем случае, губка µ(ω) и источник Jext(t, ω) нарушают масштаб-
ную симметрию (2.12). Мы используем эту особенность двумя способами. Во-
первых, при изучении точной автомодельной динамики мы восстанавливаем
подгруппу симметрии с b = a1−2/D при постоянной D. Для этого мы рассмат-
риваем источники, удовлетворяющие

Jext(t− ti, ω) = a2+2/D Jext(a
2(t− ti), a

2−4/Dω) (2.14)

и помещаем бесконечно сильную губку при ω ≈ 0. Последняя имитирует Бозе-
звезду, которая поглощает все частицы с нулевой энергией и игнорирует осталь-
ные. Это эквивалентно граничному условию

JE = 0 и JN ̸= 0 при ω = 0 . (2.15)
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Можно проверить, что уравнение (2.13) с интегралом столкнове-
ний (2.10), µ = 0, граничным условием (2.15) и источником (2.14) инвариантно
относительно преобразования (2.12) с b = a1−2/D. Этого достаточно для
существования автомодельных решений.

Во-вторых, в параграфе 2.6 мы намеренно рассмотрим общий вид функ-
ций µ = µ(ω) и Jext = Jext(t, ω), как источник нарушающих масштабную инва-
риантность эффектов, ведущих к адиабатической автомодельности.

2.3 Стремление к автомодельным профилям

Давайте численно проэволюционируем зависящее от времени кинетиче-
ское уравнение (2.13) при Jext = 0. Для этого мы помещаем губку при ма-
лых ω ≲ ωIR = 2 · 10−3 ω0,

µ = µ0 ϑ[(ωIR − ω)/σIR] , (2.16)

где ϑ(x) = [1 + th (2x+ x3)]/2 есть сглаженная тета-функция, µ0 = 2 · 106/trel,
и σIR = ωIR/40. Мы также используем безразмерные единицы: измеряем t, F
и ω в терминах времени релаксации trel, полного числа частиц N0 и масштаба
энергии 2ω0,

τ ≡ t/trel , F̃ = 2ω0F/N0 , ω̃ = ω/(2ω0) , (2.17)

таким образом, удаляя эти константы из ур. (2.10), (2.13).
Мы начинаем при τ = 0 с Гауссова начального профиля

fp ∝ e−(p/p0)
2

и F̃ (0, ω̃) = cN ω̃
1/2 e−2ω̃ , (2.18)

с числом частиц N(0) = 2−5/2cNN0

√
π и энергией ω0 ≡ p20/(2m), скрытых в обо-

значениях тильда. Взяв cN = 23/2, мы численно эволюционируем кинетическое
уравнение (2.13) с губкой (2.16), интегралом столкновений (2.10) и Jext = 0;
см. Прил. Б.2 для численных деталей. Решение F̃ (τ, ω̃) визуализировано на
рис. 2.3(a). После периода быстрой адаптации при 0 ≤ τ ≲ 0.5 оно в основном
сохраняет свою форму с заметно уменьшающейся по амплитуде из-за поглоще-
ния частиц. Эта эволюция достаточно медленна: термализация все еще далека
при τ ≡ t/trel ∼ 10.

Теперь мы наблюдаем, что поздняя кинетическая эволюция на рис. 2.3(a)
сводится к зависящему от времени перемасштабированию (2.1) единственного
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автомодельного профиля Fs(ωs). Действительно, давайте разделим F и умно-
жим ω на зависящие от времени коэффициенты (2.2),

α(τ) = (τ − τi)
−1/D и β(τ) = (τ − τi)

2/D−1 . (2.19)

На рис. 2.3(b) это заставляет все графики с τ ≥ 5 (сплошные линии) слиться в
единую кривую, потому что масштабные параметры D = 5/2 и τi = −2.3 были
выбраны правильно.

Численный эксперимент на рис. 2.3 подсказывает, что автомодельное ре-
шение (2.1), (2.2) с D = 5/2 является кинетическим аттрактором. Действи-
тельно, функция распределения на рис. 2.3(b) существенно меняет свою фор-
му в течение первого интервала релаксации τ ≲ 1 от начальной Гауссовой
шапки до скейлингового профиля Fs(ωs), см. пунктирные и сплошные линии.
Мы решали кинетическое уравнение с существенно другим начальным усло-
вием F̃ (0, ω̃) = δ(ω̃ − 1) и получили такой же результат: при τ ≳ 8 функция
распределения приблизилась к тому же скейлинговому решению, что и на
рис. 2.3(b), хотя и с параметрами D = 5/2 и τi ≈ 0.15.

Можно легко объяснить, почему масштабная размерность D = 5/2 возни-
кает в эволюциях с Jext = 0. Действительно, нулевой источник делает энергию
газа практически независимой от времени, поскольку единственный неконсер-
вативный член — губка (2.16) — поглощает частицы с ω ≈ 0. С другой стороны,
энергия автомодельного решения (2.1), (2.2) равна

E =

∞∫
0

ωdω F (t, ω) ∝ (t− ti)
2−5/D . (2.20)

Она сохраняется точно при D = 5/2.
В противоположность этому, ожидается появление автомодельной дина-

мики с D ̸= 5/2 если Jext ненулевой. Рисунок 2.4 показывает кинетическую эво-
люцию тех же начальных данных (2.18) с

Jext(τ, ω) =
J0
trel

α3(τ)β(τ)

ch2 [ωβ(τ)/σ − ω1]
, (2.21)

где α и β даны ур. (2.19) с D = 2.8 и τi = −1; мы используем J0 = 3N0/(20ω0),
σ = 0.4ω0 и ω1 = 5. Перемасштабируя эту эволюцию на рис. 2.4(b), мы обна-
руживаем, что она становится автомодельной с D = 2.8 и τi = −1.1 при τ ≳ 9.
Таким образом, решение (2.1), (2.2) все еще является динамическим аттракто-
ром при Jext ̸= 0, но оно имеет D ̸= 5/2.
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Рис. 2.3: (a) Численное решение ки-
нетического уравнения (2.13) с губ-
кой (2.16), Jext = 0 и Гауссовыми на-
чальными данными (2.18). Линии по-
казывают F̃ как функцию ω̃ при раз-
ных τ ≡ t/tgr. (b) То же решение, пе-
ремасштабированное с помощью α(τ)

и β(τ) из ур. (2.19), где D = 5/2 и τi ≈
−2.3. Цепные точки отображают ав-
томодельный профиль Fs(ωs), удовле-
творяющий ур. (2.28) с Jext,s = 0.

Рис. 2.4: (a) Кинетическая эволюция с
губкой (2.16) и ненулевым источником
энергии (2.21), начинающаяся с Гаус-
сова начального профиля (2.18). Гра-
фики показывают функцию распреде-
ления F̃ (τ, ω̃) при разных τ . (b) Те
же графики, перемасштабированные
с помощью α(τ) и β(τ) в ур. (2.19),
гдеD = 2.8 и τi = −1.1. Цепные точки
дают автомодельные профиль F̃s(ω̃s),
извлеченный из ур. (2.28).

Мы скоро покажем, что точная автомодельная динамика возникает на
рис. 2.4 при больших τ только потому, что источник (2.21) сохраняет ограни-
ченную масштабную симметрию (2.12), т.е. удовлетворяет ур. (2.14) с D = 2.8.
Позже мы увидим, что для произвольных источников эволюция является при-
ближенно автомодельной, т.е. ее можно с некоторой точностью считать авто-
модельной в каждый момент времени с зависящими от времени параметрами
автомодельности.

2.4 Степенные каскады.

В кинетике, обусловленной короткодействующим взаимодействием, мо-
дель (2.13) с поглощающей губкой и источником задает возможность реали-
зации каскадных решений Колмогорова-Захарова [117–119]. Последние имеют
независящие от времени степенные профили

F (ω) = F0 ω
γ (2.22)
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и описывают перенос сохраняющихся величин между инфракрасным и уль-
трафиолетовым обрезаниями, ωIR и ωUV — положениями губки/источника, см.
рис. 2.5. Каскад (2.22) является локальным [119], т.е. существует как независи-
мое решение, если его интеграл столкновений при ωIR ≪ ω ≪ ωUV получает
принебрежимо малые вклады из областей около обрезаний ω ≈ ωIR и ωUV.

Продемонстрируем, что в дальнодействующей кинетике каскадное реше-
ние существует, но имеет странные свойства, затрудняющие его физическую
интерпретацию. Подставляя ур. (2.22) с обрезаниями в интеграл столкнове-
ний (2.10), находим,

StF = W0F
3
0ω

3γ−1

[
3(1 + 2γ)(1 + 3γ)

4(1 + γ)(3 + 4γ)
+O

(ωIR

ω

)γ+1

+O(ωIR/ω)
2γ+3/2 +O(ω/ωUV)

−2γ

]
, (2.23)

где последние три члена оценивают вклады от ωIR и ωUV. Они пренебрежимо
малы и каскад локальен, если14 −3/4 < γ < 0.

Нули интеграла столкновений (2.23)

γ = −1/2 и γ = −1/3 (2.24)

соответствуют стационарным решениям кинетического уравнения. Здесь пер-
вый вариант — тепловое распределение Рэлея–Джинса:

fp ∝ p−2 , и следовательно F ∝ ω−1/2 , (2.25)

т.е. тепловое равновесие с нулевыми потоками.
Второй вариант F ∝ ω−1/3 более сложен. Его потоки — первообраз-

ные (2.10a) интеграла столкновений — не зависят от ω:

JN = 0 и JE = − 9

40
W0F

3
0 < 0 при γ = −1/3 . (2.26)

К сожалению, этот каскад не описывает ни конденсацию газа, ни нагревание
его теплового хвоста, которые требуют JN < 0 и JE > 0 соответственно. Как
следствие, решение (2.26) не появляется в зависящих от времени численных
решениях кинетического уравнения, в которых потоки числа частиц и энергии

14Префакторы граничных членов обращаются в нуль при γ = 1/2, что соответствует регу-
лярной фазовой плотности fp ∝ F/p при p = 0, т.е. отсутствию конденсата.
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Рис. 2.5: Типичный каскад Колмогорова-Захарова (не в масштабе).

направлены противоположно относительно рассматриваемого каскада. Можно
предположить, что такое решение описывает процессы, подобные, например,
испарению конденсата, помещенного в газ при определенных условиях (см. ра-
боту [58]).

Несмотря на проблемы с физической интерпретацией, в параграфе 2.5.2
мы построим автомодельные решения на основе каскада ω−1/3, которые — увы —
окажутся неустойчивыми.

2.5 Автомодельные решения

2.5.1 Подстановка

Заметим, что (2.1), (2.2) является наиболее общим анзацем, инвариант-
ным относительно подгруппы15 масштабных преобразований (2.12) с b = a1−2/D,
где D — константа. Действительно,

ωs = β(τ)ω (2.27)

является инвариантом сам по себе, а α(τ) преобразуется как F ; как и преж-
де, τ ≡ t/trel. По теореме Коулмана [131], это гарантирует, что анзац (2.1),
(2.2) проходит через кинетическое уравнение (2.13), (2.10) с µ = 0 и масштабно-
инвариантным источником (2.14).

Подставляя F (t, ω) = α(τ)Fs(ωs) и ур. (2.27), (2.19), мы действительно
приходим к независящему от времени уравнению для Fs(ωs),

(2/D − 1)ωs∂ωs
Fs − Fs/D = trel StFs + Jext,s(ωs) , (2.28)

15Единственная функция F ∝ ω1/2/(t− ti)
1/2, инвариантная относительно полной группы,

является очень особым решением с бесконечными зарядами и однородной фазовой плотно-
стью fp ∝ (t− ti)

−1/2.
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(2.15)

high-ωs asymptotics (2.39)

Рис. 2.6: Автомодельные профили, удовлетворяющие ур. (2.28) с Jext,s = 0,
D = 5/2 и одним из граничных условий: требование (2.15) при ωs = 0 (сплошная
линия) или ур. (2.31) при ωs = ωIR,s (цепные точки, штрих-пунктирная линия).
Мы используем безразмерные единицы (2.17): F̃s ≡ 2ω0Fs/N0 и ω̃s ≡ ωs/(2ω0).
Все решения имеют JN,s(0) = −N0/(2trel). График с цепными точками повторен
на рис. 2.3(b) после перемасштабирования (2.30) с b ≈ 0.75.

где губка была заменена на масштабно-инвариантное граничное условие (2.15)
и мы ввели перемасштабированный источник

Jext,s(ωs) ≡ trel Jext(t, ω)/[α
3(τ)β(τ)] , (2.29)

который зависит только от ωs, если Jext имеет симметрию (2.14). Заметим, что
перемасштабированный интеграл столкновений StFs в ур. (2.28) и перемасшта-
бированные потоки JN,s и JE,s в граничном условии (2.15) для Fs даются теми
же выражениями (2.10), что и прежде, но с Fs и ωs, заменяющими F и ω.

Мы получили корректную задачу с граничными условиями (2.15), (2.28)
для профилей Fs(ωs) с конечными числом частиц и энергиями. Она дает одно
решение для каждого Jext,s(ωs) ̸= 0 и D ̸= 5/2. С другой стороны, при Jext,s = 0

и D = 5/2 та же задача имеет остаточную симметрию

Fs → F ′
s(ωs) =

1

b
Fs(b

2ωs) , (2.30)

порождающую семейство решений. Мы параметризуем их перемасштабиро-
ванным потоком частиц JN,s при ωs = 0, который, если отрицателен, ука-
зывает на конденсацию. Заметим, что исходный поток зависит от времени:
JN(t, 0) = α3(τ)JN,s(0), см. ур. (2.1), (2.10).

Численный профиль Fs(ωs), удовлетворяющий ур. (2.28) с Jext,s = 0,
D = 5/2 и граничным условиям (2.15), изображен на рис. 2.6 сплошной линией;
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∂tE > 0∂tE > 0
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Рис. 2.7: Автомодельные поведения при разных D.

см. Прил. Б.3 для численного метода. Эта функция имеет все характеристи-
ки, предварительно показанные на рис. 2.1(b): тепловой низкоэнергетический
хвост Fs ∝ ω

−1/2
s и экспоненциальный спад при ωs → +∞.

Примечательно, что при низких ωs вышеупомянутое решение для Fs су-
щественно отклоняется от аттрактивного профиля в зависящей от времени си-
муляции на рис. 2.3(b). Это эффект губки конечной ширины (2.16), дефор-
мирующей результат симуляции даже при ω ≫ ωIR. Действительно, давайте
сымитируем губку, заменив ур. (2.15) на граничное условие Дирихле

Fs = 0 при ωs ≤ ωIR,s . (2.31)

Это меняет инфракрасный хвост профиля, см. цепные точки и штрих-
пунктирную линию на рис. 2.6. В частности, график с цепными точками, пере-
масштабированный согласно ур. (2.30) с b ≈ 0.75, верно воспроизводит16 позд-
ний результат симуляции на рис. 2.3(b).

Вышеупомянутое упражнение демонстрирует, что низкоэнергетиче-
ские хвосты автомодельных решений могут быть сильно деформированы
при ωs ≫ ωIR,s губками ширины ωIR,s. Но в пределе ωIR,s → 0, когда приме-
няется граничное условие (2.15), возникает универсальное тепловое поведение
Fs ∝ ω

−1/2
s при низких ωs.

2.5.2 Свойства скейлинговых решений

Автомодельные решения имеют зависящие от времени энергии и число
частиц, следовательно, описывают не изолированный газ. Действительно, ан-
зац (2.1), (2.19) дает

E = Es(τ − τi)
kE , N =

∞∫
0

dω F = Ns(τ − τi)
kN , (2.32)

16В других численных экспериментах мы эволюционировали зависящее от времени кине-
тическое уравнение с автомодельными губками, напр. F = 0 при ω ≤ ωIR,s/β(τ). Те эволюции
приближались к профильным решениям Fs(ωs) с тем же ωIR,s.
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где использовалось ур. (2.20), мы определили степени

kE = 2− 5/D , kN = 1− 3/D , 3kE − 5kN = 1 , (2.33)

и полные интегралы

Es =

∞∫
0

ωsFs(ωs) dωs , Ns =

∞∫
0

Fs(ωs) dωs . (2.34)

Ниже мы фокусируемся на решениях с конечными Es и Ns.
Мы видим, что масштабная размерность D контролирует эволюцию за-

рядов, определяя таким образом физические свойства решений, см. рис. 2.7. В
частности, E сохраняется при D = 5/2 и N при D = 3. Между этими значени-
ями, при 5/2 < D < 3, автомодельные эволюции могут описывать конденсацию
частиц на Бозе-звезду: ∂tN < 0 и ∂tE > 0 в соответствии с обсуждением в па-
раграфе 2.2.

Более того, интегрируя левую и правую части уравнения для профи-
ля (2.28) по ωs и используя интеграл столкновений (2.10a), мы связываем пере-
масштабированные заряды с потоками,

kNNs = trelJN,s(0) +
∞∫
0

Jext,s dωs , (2.35)

kEEs =

∞∫
0

ωsJext,s dωs , (2.36)

где мы предположили быстрый спад профиля при ωs = ∞ и наложили гранич-
ное условие (2.15) при ωs = 0: JE,s(∞) = JN,s(∞) = JE,s(0) = 0.

Соотношения (2.35), (2.36) информируют нас, что вся энергия, вносимая
внешним источником, остается в системе, тогда как число частиц может уте-
кать через границу фазового пространства ωs = 0 или приходить из-за нее. В
частности, Jext,s может быть положительно-определенным (т.е. нагревать все
части газа) только при D > 5/2. Кроме того, D < 3 и положительный Jext,s

гарантируют направленный наружу поток конденсации JN,s(0) < 0.
Рисунок 2.8(a) отображает автомодельные профили при Jext,s ̸= 0 с раз-

ными D; мы использовали граничное условие (2.15) и источник

Jext,s(ωs) =
J0

ch2 [ωs/σ − ω1]
, (2.37)
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Рис. 2.8: Автомодельные профили при Jext,s ̸= 0 с низкоэнергетическими хво-
стами (a) Fs ∝ ω

−1/2
s и (b) Fs ∝ ω

−1/3
s . Мы используем безразмерные едини-

цы (2.17), граничное условие (2.15) и источник энергии (2.37).

полученный автомодельным перемасштабированием (2.29) ур. (2.21). Как
и прежде, σ = 0.4ω0 и ω1 = 5, но теперь мы фиксируем поток конденса-
ции JN,s(0) = −N0/(2trel) для всех решений, настраивая амплитуду источни-
ка J0. Несмотря на практически идентичную структуру хвостов, профили на
рис. 2.8(a) описывают разную физику, см. рис. 2.7. При D = 2.4 отрицательный
источник потребляет частицы и энергию. Значение E растет при D = 2.8 и 3.5,
но эти два случая различаются знаком ∂tN — отрицательным и положитель-
ным, соответственно.

До сих пор мы изучали только профили с тепловыми хвостами Рэ-
лея–Джинса на низких энергиях и экспоненциальными обрезаниями на высо-
ких ωs. Возникает вопрос о других возможностях.

С одной стороны, степенное высокоэнергетическое поведение Fs ∝ ωγs
вполне возможно, но не так интересно с физической точки зрения. Действитель-
но, наш интеграл столкновений при ω → ωUV сходится только при γ < 0, см.
ур. (2.23). В этом безопасном случае StFs ∝ ω3γ−1

s является субдоминантным по
отношению к Fs ∝ ωγs при ωs → +∞ — следовательно, профиль Fs определяет-
ся левой частью кинетического уравнения (2.28). Мы получаем γ = 1/(2−D)

или
Fs → F∞ ω1/(2−D)

s при ωs → +∞ , (2.38)

гдеD > 2 дает γ < 0. Это статический ансамбль частиц-наблюдателей, которые
не участвуют в гравитационном рассеянии: StFs незначительный, а исходное
распределение равно F → F∞ ω1/(2−D), см. ур. (2.1), (2.2). Мы не рассматриваем
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такую ситуацию в дальнейшем.
Предполагая экспоненциальный спад на высоких ωs, в Прил. Б.4.2 мы

извлекаем асимптотики хорошо локализованных автомодельных профилей,

Fs → F∞ ω
4−D
2D−4
s e−c∞ω

5/2
s при ωs → ∞ , (2.39)

где F∞, c∞ ≡ 3N 2
0 (D − 2)/(20Dω3

0G0) и G0 =
∫∞
0 dωs

√
ωsF

2
s константы. Это

универсальное поведение присутствует во всех наших численных профилях,
см. пунктирную линию на рис. 2.6. Оно требует c∞ > 0, т.е. экспоненциальный
спад реализуется при D > 2. Также ур. (2.39) гарантирует ультрафиолетовую
сходимость интеграла столкновений и нулевые потоки при ω = +∞.

С другой стороны, низкоэнергетическая асимптотика гораздо более слож-
на, поскольку дальнодействующее гравитационное рассеяние становится суще-
ственным при ωs → 0. Мы обходим эту трудность, рассматривая только сте-
пенные поведения Fs ≈ F0 ω

γ
s в области 0 ≤ ωs ≪ ω0 и поэтому возвращаясь к

случаю Колмогорова-Захарова из рис. 2.5, хотя и с зависящим от времени F0.
Несмотря на различия с параграфом 2.4, мы снова получаем единственные два
решения

Fs ∝ ω−1/2
s или ω−1/3

s при ωs → 0 . (2.40)

Действительно, поток частиц равен первообразной интеграла столкнове-
ний (2.23): JN,s ∝ ω3γ

s . В нетривиальном случае он остается ненулевым при ωs →
0, следовательно, γ ≤ 0. Для этих степеней, StFs ∝ ω3γ−1

s доминирует в урав-
нении для профиля при низких ωs. Таким образом, кинетические решения по-
являются, когда он обращается в нуль сам по себе, т.е. в случае (2.40), см.
ур. (2.23).

Удивительно, но этот результат не означает, что низкоэнергетические
части автомодельных решений стационарны или тривиальны. Действительно,
преобразование (2.1) делает обе асимптотики (2.40) зависящими от времени.
Кроме того, в Прил. Б.4.1 мы решаем уравнение для профиля, используя по-
следовательное разложение по степеням ωs. В тепловом случае ω−1/2

s мы полу-
чаем,

Fs → F0 ω
−1/2
s + F3 ωs +O(ω3/2

s ) при ωs → 0 (2.41)

и потоки JE,s(0) = 0, JN,s(0) = −15W0 F
2
0F3/4. Мы видим, что поправки по ωs

генерируют ненулевой поток частиц через границу фазового пространства. Все
решения на рис. 2.8(a) удовлетворяют ур. (2.41).
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В случае ω−1/3
s степенное разложение Прил. Б.4.1 дает,

Fs → F0 ω
−1/3
s + F1 ω

2/3
s +O(ω4/3

s ) при ωs → 0 . (2.42)

Мы получаем конечный поток частиц JN,s(0) = −729W0F
2
0F1/220 и отрица-

тельный поток энергии JE,s(0) = −9W0F
3
0 /40, см. ур. (2.26). Это означает,

что решения (2.42) нарушают граничное условие (2.15), но соответствуют бо-
лее общим требованиям к конечному потоку, которые будут сформулированы
в параграфе 2.5.3. Рассматривая ур. (2.42) как граничное условие, мы успешно
вычисляем численные профили с ω−1/3 с источником (2.37), см. рис. 2.8(b). Все
они имеют JE,s(0) < 0.

Стоит отметить, что профили ω
−1/3
s происходят из меньшего парамет-

рического семейства по сравнению с решениями с хвостами ω
−1/2
s . В сле-

дующем подразделе мы обобщим последние до произвольного потока энер-
гии JE,s при ωs = 0. Этот же параметр строго фиксирован в решениях ω−1/3,
делая их тонко настроенными.

Напомним, что тепловая асимптотика ω−1/2
s автомодельных решений мо-

жет быть сильно деформирована губками конечной ширины, и это свойство
сохраняется при Jext ̸= 0. Например, график с цепными точками на рис. 2.4(b)
решает то же уравнение для профиля с D = 2.8, что и пунктирная кривая на
рис. 2.8(a), но удовлетворяет граничному условию (2.31) с конечным ωIR,s =

10−3 ω0. В результате он растет при низких ωs в отличие от профиля на
рис. 2.8(a).

Мы также подчеркиваем, что все наши профили с хвостами ω−1/2 яв-
ляются устойчивыми кинетическими аттракторами. В частности, численные
решения зависящего от времени кинетического уравнения на рис. 2.4(b) при-
ближается к таковой с D = 2.8. Мы моделировали кинетическую эволюцию
с D = 2.4 и 3.5, используя источник, зависящий от времени согласно ур. (2.21)
и получили тот же результат: зависящие от времени распределения неизменно
приближались к скейлинговым профилям с соответствующими D.

В противоположность этому, мы не наблюдали низкоэнергетическое пове-
дение F ∝ ω−1/3 для численных решений зависящего от времени кинетического
уравнения, даже ни что либо похожее на него. Мы пытались начинать эволю-
ции с профилей на рис. 2.8(b), но они быстро распадались благодаря неустой-
чивостям при малых ω. Мы даже не смогли продлить граничное условие (2.42)
при ωs → 0 до реалистично выглядящей модели с источниками и губками конеч-
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ной ширины: любая модификация вызывала исчезновение хвостов Fs ∝ ω
−1/3
s .

Это сильно указывает на неустойчивость автомодельных профилей с поведени-
ем ω

−1/3
s на низких энергиях.

2.5.3 Универсальный предел

Наш эффективный подход имеет один недостаток: скейлинговые профили
определяются рукотворными источниками Jext,s(ωs). В этом параграфе мы рас-
сматриваем универсальный предел узкого источника, расположенного на гра-
нице фазового пространства ωs = 0.

А именно, давайте постепенно уменьшать ширину σ → 0 источника (2.37)
при ω1 = 5/2. Мы оставляем неизменным перемасштабированное число ча-
стиц Ns = N0 решений, настраивая амплитуду источника J0. Последователь-
ность двух таких профилей с D = 2.8 показана на рис. 2.9. Они почти сов-
падают и, следовательно, имеют хорошо определенный предел при σ → 0 —
конфигурацию с δ-источником, расположенным точно в точке ωs = 0. Это пре-
дельное решение удовлетворяет уравнению для профиля (2.28) с Jext,s = 0, но
имеет ненулевые потоки частиц и энергии, приходящие из области самых низ-
ких энергий. Подходящее граничное условие в этом случае

JE,s = J fixed
E,s и |JN,s| <∞ при ωs = 0 ; (2.43)

оно заменяет ур. (2.15). Накладывая ур. (2.43), мы вычисляем численный про-
филь с Jext,s = 0 и D = 2.8, настраивая J fixed

E,s ≈ 0.157ω0N0/trel, чтобы устано-
вить Ns = N0, см. цепные точки на рис. 2.9. Действительно, последний профиль
близок к графику с наименьшим σ. Напомним, что фактические потоки этого
автомодельного решения зависят от времени при ω = 0,

JN = α3(τ)JN,s(0) и JE = α3(τ)JE,s(0)/β(τ),

для фиксированных JE,s(0) и JN,s(0), см. ур. (2.1), (2.10).
Мы проверили, что автомодельные решения с источниками при предель-

но низких ωs остаются аттракторами кинетической эволюции. Для этого мы
решали зависящее от времени кинетическое уравнение с D = 2.8, обрезани-
ем (2.31) при ωIR,s = 2 · 10−3 ω0 и источником (2.37) амплитуды J0 = 1267N0/ω0

при низких ωs ∼ ω1σ = 10−2 ω0. Истоник зависел от времени согласно ур. (2.21)
с D = 2.8 и τi = −1, и оставался погруженным глубоко внутри хвоста профи-
ля ω−1/2. Тем не менее, зависящее от времени решение оставалось стабильным
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σ = 0.08ω0

Eq.

F̃
s

ω̃s

Jext,sJext,s

Jext,sJext,s

10-2

1

10-2 1

Jext,sJext,s

Jext,sJext,s

(2.43)

F̃
s

ω̃s

10-2

1

102

10-3 10-1 10

ω
-1/2
s

D = 2.45

D = 2.8

D = 3.5

Рис. 2.9: Два автомодельных профи-
ля (от штрих-пунктирной к сплошной
линии) с источниками (2.37) умень-
шающейся ширины σ и уменьшаю-
щимся положением центра ωs = ω1σ

(стрелки над графиками). Мы исполь-
зуем D = 2.8, ω1 = 5/2 и граничное
условие (2.15). Амплитуды источни-
ков J0 выбраны так, чтобы зафикси-
ровать перемасштабированное число
частицNs = N0 решений. Цепные точ-
ки показывают универсальный про-
филь с Jext,s = 0, граничным усло-
вием (2.43), JE,s(0) ≈ 0.157ω0N0/trel

и Ns = N0.

Рис. 2.10: Универсальные автомодель-
ные профили с произвольными D

и |JE,s(0)| = 2ω0N0/trel. Они име-
ют Jext,s = 0 и удовлетворяют гранич-
ным условиям (2.39), (2.43)

в течении времени, равному 95 временам релаксации, и его конечное распреде-
ление воспроизводило (с помощью перемасштабирования) профиль, с которого
мы начали.

Естественно параметризовать универсальные автомодельные профили че-
рез D и J fixed

E,s , см. Прил. Б.3 для аккуратного подсчета свободных парамет-
ров. Однако, остаточная масштабная симметрия Fs → Fs(b

2ωs)/b уравнения
для профиля без источника оставляет для J fixed

E,s роль константы нормировки.
Это превращает ур. (2.28) с Jext,s = 0 и граничными условиями (2.39), (2.43) в
нелинейную задачу Штурма-Лиувилля для непрерывных «собственных значе-
ний» D ≥ 2 и «собственных функций» Fs(ωs). Рисунок 2.10 показывает уни-
версальные профили при разных D.

Стоит отметить, что законы сохранения (2.35), (2.36) упрощаются
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при Jext,s = 0. А именно, интегрируя все члены ур. (2.28) по ωs, используя ин-
теграл столкновений (2.10a) и граничное условие (2.43), мы получаем,

kNNs = trelJN,s(0) и kEEs = trelJE,s(0) . (2.44)

Эти тождества связывают знаки kN и kE в ур. (2.33) и рис. 2.7 с направлениями
потоков частиц и энергии через границу ωs = 0. Например, профили с D = 2.45

и 2.8, 3.5 на рис. 2.10 имеют отрицательный (направленный наружу) и поло-
жительный (входящий) JE,s(0) ∝ ∂tE, соответственно.

Конечно, граничные условия (2.43) меняют инфракрасную асимптотику
автомодельных профилей: теперь17

Fs = F0 ω
−1/2
s + F1 −

F 2
1

2F0
ω1/2
s + F3 ωs +O(ω3/2

s ) , (2.45)

при ωs → 0, см. ур. (2.41) и см. Прил. Б.4.1 для вывода. Соответствующие пото-
ки JE,s(0) = −3W0F

2
0F1/2 и JN,s(0) = W0(7F

3
1 − 15F 2

0F3)/4 имеют произволь-
ные знаки. С другой стороны, высокоэнергетическое поведение универсальных
профилей все еще определяется ур. (2.39).

2.6 Адиабатическая автомодельность

2.6.1 Численный пример

Теперь мы переходим к более реалистичной ситуации нарушенной мас-
штабной симметрии (2.12). Это можно сделать, включив источники с произ-
вольной зависимостью от времени, например, произвольным степенным зако-
ном

Jext(τ, ω) =
J0
trel

τ−3/4 θ(τ − 1)

ch2(ω/σ − ω1)
, (2.46)

включающимся при τ ≥ 1. Здесь τ ≡ t/trel, тогда как J0, σ, ω1 являются кон-
стантами; см. ур. (2.21). Благодаря нарушению симметрии, анзац (2.1), (2.2)
не проходит через кинетическое уравнение. Но мы увидим, тем не менее, что
эволюция остается очень близкой к автомодельным профилям.

Возьмем Гауссовы начальные данные (2.18) с cN = 43.4, добавим губ-
ку (2.16) и нарушающий масштабную инвариантность источник (2.46) в ки-
нетическое уравнение (2.13). Мы наблюдаем две бросающиеся в глаза законо-
мерности в результате этой зависящей от времени симуляции, см. рис. 2.11.

17Мы не рассматриваем универсальные решения с неустойчивыми хвостами ω−1/3.

65



Во-первых, комбинация E3(τ)/N5(τ) энергии и числа частиц решения эволю-
ционирует почти линейно со временем, см. панель (a) на рис. 2.11. Это отли-
чительный признак автомодельной динамики: ур. (2.32) и (2.33) предсказыва-
ют E3/N5 ∝ τ − τi. Во-вторых, само решение F (τ, ω) почти неотличимо при
каждом τ от перемасштабированных автомодельных профилей α(τ)Fs(β(τ)ω),
см. сплошные линии и цепные точки на рис. 2.11(b), (c) и (d). Последние скей-
линговые решения, однако, имеют разные размерности: D = D(τ).

Понятно, что произошло. Поскольку автомодельные решения являются
кинетическими аттракторами, источник (2.46) не разрушает их полностью, но
адиабатически сдвигает их параметры автомодельности со временем. В следу-
ющем подразделе мы научимся описывать этот режим адиабатической (при-
близительной) автомодельности.

2.6.2 Адиабатическое приближение

Предположим, кинетическая эволюция неявно почти автомодельна с за-
висящей от времени масштабной размерностью D = D(τ). Мы вводим масшта-
бирующие коэффициенты

α(τ) =
1√

1− τi
exp

− τ∫
1

1

D(τ ′)

dτ ′

τ ′ − τi

 , (2.47)

β(τ) = exp

 τ∫
1

(
2

D(τ ′)
− 1

)
dτ ′

τ ′ − τi

 ,
которые сводятся к степеням времени (2.19) для не зависящей от времени D; τi
является константой18 и мы определили нижний предел интегрирования τ = 1.

Первый шаг к адиабатической автомодельности — рассматривать автомо-
дельный анзац (2.1) как замену переменных

F (τ, ω) = α(τ)Fs(τs, ωs) , (2.48)

где τs ≡ ln(τ − τi) — новое время и ωs ≡ β(τ)ω. В новых терминах кинетическое
уравнение (2.13) выглядит как

∂τsFs − Fs/D + (2/D − 1)ωs∂ωs
Fs = trel StFs + Jext,s(τs, ωs) , (2.49)

18Более точным подходом может быть использование нестационарных τi = τi(τ) ценой
изобретения дополнительного уравнения для этого параметра.
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где Jext,s все еще дается ур. (2.29), но теперь зависит от τs. Мы имитируем
статическую поглощающую губку при ω ≲ ωIR граничным условием

Fs = 0 при ωs ≤ ωIR/β(τ) , (2.50)

см. ур. (2.31).
Мы еще не сделали никаких приближений: вплоть до деталей, задача

с граничными условиями (2.49), (2.50) эквивалентна исходному кинетическо-
му уравнению. Но если имеет место адиабатическая автомодельность и пара-
метры преобразования (2.48) выбраны верно, перемасштабированное распреде-
ление Fs(τs, ωs) медленно зависит от τs. Следовательно, первый член ∂τsFs в
ур. (2.49) может быть проигнорирован или рассматриваться как возмущение.

Строго говоря, адиабатическое приближение такого рода требует подав-
ленных нарушающих масштабную инвариантность эффектов, т.е. медленного
сдвига перемасштабированного источника Jext,s(τs, ωs), см. условие (2.3). Но на
практике адиабатические результаты качественно верны даже в общих случаях.

В ведущем адиабатическом порядке мы пренебрегаем производной по вре-
мени от Fs в ур. (2.49) и приходим к уравнению для профиля (2.28) с нестацио-
нарным источником Jext,s. Теперь время входит в задачу как параметр. Это поз-
воляет нам решать при каждом τ ур. (2.28), (2.50) для медленно дрейфующего
профиля Fs = F

(0)
s (τs, ωs), а затем, посредством обратного автомодельного пре-

образования (2.48), получать приближенное решение исходного кинетического
уравнения.

Стоит отметить, что поправки высшего порядка могут быть последова-
тельно включены в адиабатический подход. А именно, вычитая производную по
времени от профиля в главном порядке из источника, Jext,s → Jext,s − ∂τsF

(0)
s ,

затем решить уравнение для профиля (2.28) с таким новым источником в пра-
вой части. Результат — более точный профиль второго порядка F

(1)
s . Даль-

нейшие шаги вычитания, а затем решения предоставляют профили высшего
порядка F

(n)
s , которые при n→ +∞ сходятся к точной кинетической эволю-

ции, см. ур. (2.49) и (2.28). Мы будем игнорировать поправки в дальнейшем:
профиля F (0)

s будет достаточно.
Отметим, что ур. (2.49) справедливо для любых D(τ) и τi, но наше адиа-

батическое приближение — нет: правильный выбор этих параметров необходим
для хорошей точности. Мы выбираем их в каждом конкретном случае, исполь-
зуя законы сохранения.
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Рассмотрим, например, случай из параграфа 2.6.1: предопределенный ис-
точник Jext(τ, ω) нагревает газ, конденсирующийся в губку. Эволюция энергии
газа E(τ) контролируется исключительно источником, поскольку губка погло-
щает частицы с ω ≈ 0, см. ур. (2.16). Интегрируя левую и правую части кине-
тического уравнения (2.13) по ω и игнорируя губку, мы получаем,

∂τE ≈ trel

∞∫
0

Jext(τ, ω
′)ω′dω′ , (2.51)

где правая часть и, следовательно, E(τ) могут быть явно вычислены, например,
для источника (2.46) из параграфа 2.6.1.

Понятно, что верный параметр D(τ) должен согласовывать эволюцию
энергии в ур. (2.51) с автомодельным законом (2.20). Мы определяем его, ис-
пользуя соотношение

∂τE

E
≡ kE(τ)

τ − τi
, где kE = 2− 5

D(τ)
, (2.52)

дающее явно функцию D(τ) = 5/(2− ∂τs lnE).
На самом деле, ур. (2.52) автоматически устанавливает энергию E(0)(τ)

адиабатического решения в главном порядке равной точной энергии E(τ). Дей-
ствительно, уравнение для профиля в ведущем порядке (2.28) для F

(0)
s имеет

свой собственный закон сохранения (2.36),

kEE
(0)
s ≈

∞∫
0

ω′
sdω

′
s Jext,s(τ, ω

′
s) ≈

β

α3
∂τE(τ) , (2.53)

где во втором равенстве мы выполнили обратное преобразование (2.29) источ-
ника и использовали ур. (2.51). Тождество (2.53), определение (2.52) D и авто-
модельное преобразование E(0)

s ≡ β2E(0)/α подразумевают E(0)(τ) = E(τ).
Мы фиксируем последний автомодельный параметр — начало отсче-

та времени τi — используя данные Коши, а именно, приравнивая мас-
сы M (0)(τ2) ≡M(τ2) приближенного и точного решений при некотором τ = τ2.
Последний момент времени будет выбран достаточно большим для установле-
ния режима адиабатической автомодельности.

Вышеупомянутый рецепт для нахождения D(τ) и τi завершает форму-
лировку нашего адиабатически автомодельного подхода. Применим его к кон-
кретному источнику (2.46). Определение (2.52) предоставляет D(τ), меняюще-
еся в относительно широком интервале 2.65 ≲ D ≲ 2.75, см. рис. 2.12(a) и см.
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рис. 2.7. Далее мы решаем уравнение для профиля (2.28) с данным D(τ), обре-
занием (2.50) и преобразованным источником (2.46), (2.29) при разных τ . Фи-
нальный автомодельный параметр τi ≈ −0.0066 фиксируется приравниванием
приближенной и точной масс,19 M (0)(τ2) =M(τ2), при τ2 = 5. Мы приходим к
ведущему решению F (0)(τ, ω), которое имеет E(0)(τ) = E(τ) благодаря выбо-
ру D(τ), см. рис. 2.12(b). Но что гораздо менее тривиально, наша адиабатиче-
ская функция распределения F (0) ≈ F и полная масса M (0) ≈M также близки
к результатам численного решения зависящего от времени кинетического урав-
нения, см. линии по сравнению с цепными точками на рис. 2.11(b), (c), (d) и
линию по сравнению с кругами на рис. 2.12(c). Заметим, что точность нашего
адиабатического решения даже лучше, чем оценка ∂τs lnD ∼ 10−2 в ур. (2.3).

2.7 Обсуждение

В данной главе предложено описание автомодельной кинетики перенасе-
лённого газа гравитационно взаимодействующих бозонов, окружающего кап-
лю конденсата Бозе–Эйнштейна (Бозе-звезду). Подход основан на том наблю-
дении, что кинетическое уравнение для такого газа оказывается масштабно-
инвариантным в условиях пространственной однородности и при описании гра-
витационного рассеяния частиц интегралом Ландау. Эта симметрия, а также
возможность обмена частицами и энергией с конденсатом, приводят к семей-
ству автомодельных кинетических решений (2.1), (2.2) с произвольными мас-
штабными размерностями D, конечной энергией и конечным числом частиц.
Решения описывают конденсацию газа при 2 < D < 3 и рост его массы (ис-
парение конденсата) при D > 3. Были вычислены профили решений, включая
устойчивые профили с хвостами Рэлея–Джинса F ∝ ω−1/2, схематически пока-
занные на рис. 2.1(b), а также неустойчивые профили с поведением F ∝ ω−1/3

при ω → 0.
Важным свойством предложенных устойчивых скейлинговых решений яв-

ляется их роль «нетепловых аттракторов» [111]: в процессе кинетической эво-
люции система стремится к этим решениям независимо от начальных усло-
вий. Более того, эволюция остаётся приближённо автомодельной даже при на-
рушении масштабной инвариантности в кинетическом уравнении. В этом но-
вом режиме адиабатической автомодельности функция распределения остаётся

19На практике, это уравнение решается методом бисекции τi.
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близкой к автомодельным профилям, в то время как их масштабная размер-
ность D = D(t) медленно меняется со временем.

Важно отметить, что адиабатическая автомодельность представляет со-
бой мощный инструмент для решения существенно неравновесных кинетиче-
ских задач. Метод состоит в нахождении последовательности автомодельных
решений с различными D и последующем определении временной зависимо-
сти D(t) из законов сохранения.

Результаты данной главы открывают несколько перспективных направ-
лений для дальнейших исследований. Во-первых, подход адиабатической ав-
томодельности, применённый к обычной (негравитационной) кинетике, может
обобщить известные «нетепловые аттракторы» [62–71] на системы со слабо на-
рушенной масштабной симметрией. Это может объяснить наблюдаемый в ре-
зультатах численного моделирования сдвиг масштабных параметров [123, 124]
и другие масштабно-асимметричные явления. Во-вторых, кинетика простран-
ственно неоднородного гравитационно взаимодействующего газа может обла-
дать иным типом масштабной симметрии, включающим преобразования ко-
ординат x. Если такая симметрия существует, она породила бы новый класс
автомодельных решений для бозонного газового облака (гало/мини-кластера)
с центральной Бозе-звездой, которое одновременно сжимается и перемасшта-
бирует энергии частиц. Исследование или обнаружение подобного режима в
симуляциях представляется чрезвычайно интересной задачей.
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Ẽ

3
/Ñ

5

τ

(b)F̃

ω̃

10-2

10-1

1

10-2 1

(b) (c)

data
αF̃s(βω̃)

ω̃
10-2 1

(c) (d)

D = 2.68 D = 2.70 D = 2.73

τ = 10 τ = 30 τ = 100

ω̃
10-2 1

(d)

D = 2.68 D = 2.70 D = 2.73

τ = 10 τ = 30 τ = 100

Рис. 2.11: Численное решение зависящего от времени кинетического уравне-
ния (2.13) с нарушающим масштабную инвариантность источником (2.46), губ-
кой (2.16) и Гауссовым начальным распределением (2.18) (сплошные линии).
Мы используем безразмерные единицы (2.17), Ñ ≡ N/N0, Ẽ ≡ E/(2ω0N0) и
параметры J0 = 5N0/(8ω0), σ = 0.8ω0, ω1 = 5/2. (a) Комбинация E3(τ)/N5(τ),
вычисленная на решении (сплошная линия) и линейная функция τ (пунктир-
ная). (b), (c), (d) Функция распределения F (τ, ω), найденная из численного ре-
шения зависящего от времени кинетического уравнения, при фиксированных τ
(сплошные линии) по сравнению с перемасштабированными автомодельными
профилями (цепные точки). Масштабные размерности D(τ) последних указа-
ны на панелях.
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Рис. 2.12: Численное решение кинетического уравнения (2.13) с нарушающим
масштабную инвариантность источником (2.46) и губкой (2.16) (сплошные ли-
нии) по сравнению с результатом ведущего адиабатического порядка (круги);
см. также рис. 2.11. (a) Масштабная размерность D(τ) в ур. (2.52) (пунктирная
линия). (b), (c) Эволюция точных и приближенных энергий E(τ) ≈ E(0)(τ) и
числом частиц N(τ) ≈ N (0)(τ).
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Глава 3

Автомодельный рост Бозе-звезд

3.1 Введение. Рост Бозе-звезд

Бозе-звезды могут быть образованы из частиц легкой темной материи, ко-
торая может состоять из КХД-аксионов или «fuzzy» бозонов. Как правило, са-
модействие легких частиц темной материи очень мало, и им можно пренебречь.
Но их плотность в фазовом пространстве настолько велика [36], что термали-
зация может происходить внутри мельчайших космологических структур, по-
средством универсальных гравитационных взаимодействий [22]. Это приводит
к появлению Бозе-звезды в центре каждой такой структуры за кинетическое
время [18,22,26].

Вопрос в том, как растут новорожденные Бозе-звезды? Моделирования на
решетках показывают, что их массы сначала увеличиваются как Mbs ∝ t1/2 [22],
а затем рост их массы замедляется [26]. В то же время, полученные в последнее
время численные результаты об их поведении противоречивы: Mbs ∝ t1/8 в
[26,42] и t1/4 в [58].

В этой главе будет показано, что облако темной материи, окружающее
Бозе-звезду, ведет себя приблизительно автомодельным образом, подобно тому,
как вели себя уже полученные решения из главы 2. Вычисляя автомодельный
поток частиц на звезду, удается аналитически получить закон ее роста. В ре-
зультате мы увидим, что масса Бозе-звезды - это не просто степенной закон
времени, хотя она может быть кусочно аппроксимирована всеми описанными
выше способами. Мы решим задачу роста Бозе-звезд, используя модифициро-
ванный метод, разработанный в главе 2, а также обобщим результаты на случай
малого, но ненулевого самодействия бозонов.

3.2 Автомодельность облака

Рассмотрим облако нерелятивистских бозонов темной материи внутри
наименьшей космологической структуры: миникластера аксионов [8,31–34,132].
При малых массах частиц m числа заполнения настолько велики, что бозоны
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Рис. 3.1: Моделирование ур. (3.1) с M = 50 p0/m
2G и L = 60/p0. (a) Спек-

тры (3.2) в два момента времени (сплошные линии). (b) Спектры облака сво-
бодных частиц (bath) (ω > 0) при больших временах и (c) их автомодельное
преобразование (3.3) с D = 2.8. На рисунке (b) включен график для t ≈ tgr

(штрих-пунктир). Цепные точки на рис. (a), (c) показывают решение ур. (2.28)
с D = 2.8 и источником (2.21)

описываются случайным классическим полем ψ(t, x), эволюционирующим в
собственном гравитационном потенциале U(t, x),

i∂tψ = −∆ψ/2m+mUψ , (3.1)

∆U = 4πG (m|ψ|2 − ρ̄) ,

где ρ̄ ≡ mNtot/L
3 — средняя плотность, а Ntot — полное число частиц. Для

простоты мы аппроксимируем структуру периодическим ящиком размера L.
Мы решаем ур. (3.1), используя стабильный трехмерный код см. [22]. Ис-

ходной точкой этой эволюции является вириальное равновесие, т.е. поле с гаус-
совым распределением и фурье-образом |ψp|2 ∝ mNtote

−p2/p20 и случайными фа-
зами argψp; здесь, как и в главе 2, ω0 ≡ p20/2m — характерная энергия частицы.
Мы изучаем распределение числа частиц бозонов F (t, ω) = dN/dω по энергиям
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ω, см ур. (2.9). Оно задается фурье-образом по времени [22]:

F =

∫
dt′

2π
d3xψ∗(t,x)ψ(t+ t′,x) eiωt

′−t′2/∆t2 , (3.2)

где ∆t−1 ≪ ω0 — разрешение по энергии.
Как это было продемонстрировано в параграфе (2.2) и см. Прил. Б.1, в

изотропном однородном случае эта функция связана с обычной фазовой плот-
ностью fp как F = L3mpfp/2π

2 20 с ω = p2/2m (2.9). Ниже мы используем
безразмерные единицы: F̃ (t, ω̃) ≡ 2ω0F/Ntot и ω̃ ≡ ω/2ω0, что полностью по-
вторяет определения (2.17), с точностью до переобозначения N0 ≡ Ntot.

Наш ансамбль имеет большие числа заполнения и, следовательно, тер-
мализуется в конденсат Бозе-Эйнштейна. Это наблюдается в результатах
моделирования [22] как фазовый переход в момент времени t = tgr ≡
2b
√
2ω3

0/[3π
3G2ρ̄2 ln(p0L)], где b ≈ 0.9 для гауссова начального распределения.21

А именно, после момента времени tgr в спектре F (t, ω) развивается узкий пик
при ω ≈ ωbs < 0, смещающийся со временем к меньшим энергиям; см. рис. 3.1(a)
и видео [133]. Пик представляет собой Бозе-звезду [29,30,79,134]: конденсат ча-
стиц, занимающих единственный — основной — уровень ωbs в коллективном гра-
витационном потенциале U . Как только Бозе-звезда появляется, полное число
частиц ансамбля можно представить следующим образом: Ntot = Nbs+Ne+N ,
где (Nbs) — число частиц в Бозе-звезды, (Ne) — число частиц в возбужденном
связанном состоянии в ее гравитационном поле, а частицы с ω > 0 (N) — обла-
ко свободных частиц. Условия для конденсации все еще выполняются, поэтому
N∗ = Nbs +Ne растет при t > tgr.

Ниже мы продолжим измерять время в кинетических интервалах τ ≡
t/trel и вычислять Ni интегрированием F (ω) по соответствующим областям.
Например, масса «одетой звезды» это N∗ ≡ Nbs +Ne =

∫
ω<0 F dω, тогда как N

и Nbs — интегралы по ω > 0 и ω ≈ ωbs, соответственно.
Сделаем важное наблюдение. Рассмотрим спектр при ω > 0, т.е. облако

свободных частиц. Оно сильно меняется после образования Бозе-звезды, см.
графики с разными τ на рис. 3.1(b). Однако, те же графики совпадают друг с
другом на рис. 3.1(c) после зависящего от времени масштабного преобразова-
ния F и ω:

F̃ (t, ω̃) = αFs(βω̃) , α = τ−1/D , β = τ 2/D−1 , (3.3)
20Здесь мы воспользовались тем, что полный объем газа VR ≡ L3

21Как отмечалось в главе 2, момент времени tgr = 2
√
2trel/3
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где D = 2.8. Это означает, что облако свободных частиц является приближенно
автомодельным и может быть полностью описано функцией Fs(ωs).

Это качественное и довольно эвристическое наблюдение позволяет нам
воспользоваться результатами главы 2. В частности, для поиска автомодель-
ного профиля Fs(ωs) мы численно решаем (2.28), с граничным условием (2.31)
с ωIR = 2 · 10−2ω0, а также добавляем внешний источник ур. (2.21) c J0 ≈
0.024Ntot/ω0, ω1 = 1.2 и σ = 2ω0. Эти параметры подобраны для согласованно-
сти с результатами численного моделирования. Полученное решение уравнения
(2.28) изображено рис. 3.1(a) и (c).

3.3 Рост Бозе-звезд.

Наконец, рассмотрим кинетический рост Бозе-звезд в газе темных бозо-
нов. Мы уже указывали в параграфе 2.2, что этот процесс может быть смо-
делирован кинетической эволюцией (2.13) с правильно отрегулированными ис-
точником Jext и губкой µ. Однако, выражения для последних вывести довольно
сложно, см. [58], так что мы будем полагаться на эвристическое наблюдение
предыдущего параграфа, что газ вблизи Бозе-звезды эволюционирует адиаба-
тически автомодельным образом. Мы увидим, что этого достаточно для реше-
ния задачи роста, хотя нам и потребуется отойти от уже разработаного метода
в параграфе (2.6.2).

На этот раз определение (2.52) для D(τ) непрактично, поскольку эволю-
ция энергии газа не известна заранее. Но у нас есть другой хороший вариант.
Адиабатическая автомодельность заставляет E(τ)22и N(τ) эволюционировать
как степени (2.32) времени

∂τN

N
≈ kN(τ)

τ − τi
и

∂τE

E
≈ kE(τ)

τ − τi
, (3.4)

с связанными размерностями 3kE − 5kN ≈ 1 в ур. (2.33). Давайте сделаем это
последнее соотношение точным в ведущем порядке, подстраиваяD(τ) в каждый
момент времени:

3
∂τE

(0)

E(0)
− 5

∂τN
(0)

N (0)
=

1

(τ − τi)
. (3.5)

22E, как и в главе 2, определена в ур.(2.20) и является энергией свободных частиц.
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Рис. 3.2: Результаты микроскопических (Шредингер-Пуассоновских) симуля-
ций системы газ-Бозе-звезда в [125] (тонкие флуктуирующие линии) по сравне-
нию с предсказаниями адиабатически автомодельного подхода (цепные точки).
Наилучшие подобранные эвристические параметры последнего — τi ≈ −0.085

и xe ≈ 0.043 или 0.021 при ϵ ≈ 0.074 или 0.186. Константы нормировки Etot

и Ntot представляют полную энергию и полное число частиц системы. (a) От-
ношение E3/N5 по сравнению с автомодельным законом (3.6). (b) Масштаб-
ная размерность D(τ), оцененная из ур. (3.4), (2.33): D ≈ (5− 3R)/(2−R),
где R ≡ ∂τ lnE/∂τ lnN . Перед дифференцированием, мы сгладили флуктуации
точных E(τ) и N(τ), усредняя их по движущемуся окну ∆τ = 2.5. (с) Зависи-
мость числа частиц Бозе-звезды Nbs(τ) при двух значениях ϵ.

Равенство (3.5) после интегрирования переходит в приближенное уравнение со-
стояния для автомодельного бозонного газа,[

E(0)(τ)
]3[

N (0)(τ)
]5 =

(τ − τi)

τ∗

E3
tot

N 5
tot

, (3.6)

где τ∗ есть константа интегрирования и Etot, Ntot являются начальными
«полными» значениями. На рис. 3.2(a) мы демонстрируем, что соотноше-
ние (3.6) (цепные точки) верно воспроизводит микроскопические (Шредингер-
Пуассоновские) симуляции системы газ-Бозе-звезда (флуктуирующие линии).

К сожалению, невозможно продолжать вычисление автомодельных про-
филей, как мы делали это в параграфе (2.6.2). Это заставило бы нас выбрать
источник и губку, таким образом отказавжись от функциональной свободы.
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Вместо этого мы решим ур. (3.6) вместе с законами сохранения используя τi

и τ∗ как эвристические параметры.
Конечно, полные число частиц Ntot и энергия Etot сохраняются,

Ntot = N (0) +Nbs +Ne , Etot = E(0) + Ebs + Ee , (3.7)

в полной системе, включая газ с N (0) частицами и энергией E(0), Бозе-звезду с
параметрами Nbs, Ebs и часть газа с числом частиц и энергией Ne, Ee, занима-
ющих возбужденные уровни в гравитационной яме Бозе-звезды, см. рис. 2.2(b).
Заметим, что мы уже использовали параметры Ntot и Etot как константы нор-
мировки в ур. (3.6). Наши множественные симуляции показывают, что Ne почти
не зависит от времени, а Ee ≈ 0 по сравнению с энергией Бозе-звезды. Тогда
ур. (3.7) связывают величины газа и Бозе-звезды.

Кроме того, сама Бозе-звезда есть гравитационно связанный объект с
определенным уравнением состояния,

Ebs = −γN 3
bs , где γ ≈ 0.0542m5G2 — (3.8)

численная константа; см. Таблицу (1.1) при l = 0.
Подставляя ур. (3.7) и (3.8) в ур. (3.6), мы приходим к закону роста для

массы Бозе-звезды Mbs ≡ mNbs,

(1 + x3bs/ϵ
2)3

(1− xe − xbs)5
=
τ − τi
τ∗

, где xbs(τ) ≡
Nbs

Ntot
. (3.9)

Он включает эвристические параметры τ∗, τi и xe ≡ Ne/Ntot вместе с известной
комбинацией полной энергии и числа частиц ϵ2 = Etot/(γN

3
tot).

На самом деле, один параметр задается начальными данными. Напомним,
что Бозе-звезда формируется в газе при τ = τgr ≡ 23/2b/3 ≈ 0.85, где b ≈ 0.9,
см. [22]. Накладывая это условие xbs(τgr) = 0, мы получаем,

τ∗ = (τgr − τi)(1− xe)
5 . (3.10)

Последние два эвристических параметра определяются из фитирования чис-
ленных данных. Так мы пришли к универсальному значению τi ≈ −0.1 τgr,
которое согласуется со всеми результатами моделирования на рис. 3.2 и ма-
лым xe ≈ 0.043 и 0.021 при ϵ ≈ 0.074 и 0.186, соответственно. С этими парамет-
рами закон роста (3.9) верно воспроизводит результаты симуляций, см. линии
и цепные точки на рис. 3.2(c).
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Мы провели значительный статистический тест показанный на рис. 3.2,
где мы отображаем Mbs(τ) для 11 численных решений ур.(3.1) с ϵ ≈ 0.074 и 22

решений с ϵ ≈ 0.186 (сплошные данные по сравнению с теорией изображенной
цепными линиями). Эти различные симуляции имеют существенно разные па-
раметры и кинетические времена 103 ≲ ω0tgr ≲ 3·104. Тем не менее, их графики
на рис. 3.2(с) сливаются в две различные кривые при двух значениях ϵ, которые
согласуются с ур. (3.9).

Заметим, что аналитический подход этого подраздела прост, но ограни-
чен сохраняющимися величинами и неспособен воспроизвести полную функцию
распределения. Тем не менее, он полагается на зависящую от времени масштаб-
ную размерность D(τ). Она оценена из ур. (3.4) и показана на рис. 3.2(b), где
линии и цепные точки представляют результаты симуляций и аналитический
закон роста (3.9), (3.7), соответственно.

3.4 Самодействующие бозоны

Нетривиальная проверка нашей теоретической структуры может быть вы-
полнена путем изучения роста Бозе-звезд в газе самодействующих бозонов. Мы
описываем самодействия, добавляя член λ|ψ2|ψ/(8m2) с константой связи λ в
правую часть верхнего уравнения (3.1). Это изменяет полную систему уравне-
ний на систему Гросса-Питаевского-Пуассона ур. (1.2).

В присутствии гравитации, сравнительный эффект самодействия харак-
теризуется безразмерной комбинацией [135] λ̃ = 2λω0/(m

3G), где ω0 — харак-
терная энергия частиц. Наше автомодельное решение (3.9) применимо, если
гравитация доминирует, т.е. при [22,95]

tgr
tλ

∼ σλ
σgr

≃ λ̃2

1024π2 ln(p0L)
≪ 1 . (3.11)

Здесь tgr и tλ — времена релаксации для гравитационного взаимодействия и
самодействия, тогда как σgr и σλ — соответствующие транспортные поперечные
сечения. Ниже мы сохраняем 23 tgr/tλ ≲ 10−2 во всех моделированиях.

23Это отношение еще меньше в основных космологических моделях. Например, tgr/tλ ∼
10−12 и λ̃ ∼ 10−4 [22,95] внутри мини-кластеров аксионов КХД. При этих значениях эффект
самодействия на рост Бозе-звезд пренебрежимо мал. Чтобы сделать его значимым, можно
переключиться [42,95] на общие «аксионоподобные» модели с намеренно увеличенным λ.
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Рис. 3.3: Эволюция массы Бозе-звезд в модели с ненулевым параметром са-
модействия при ϵ ≈ 0.186 и (a) λ̃ = 15, (b) λ̃ = −6. Тонкие цветные линии
показывают результаты 9+8 моделирований, тогда как толстая штриховая —
теория с (a) τi ≈ −0.43, xe ≈ 0.023; (b) τi ≈ 0.12, xe ≈ 0.026. Для справки,
мы повторяем теоретическую кривую с λ = 0 и ϵ ≈ 0.186 из рис. 3.2(b) (тон-
кая штрих-пунктирная линия). Вставка на рис. (a) показывает теоретические
кривые с λ̃ = 0 и λ̃ = 15 на больших временных масштабах.

Несмотря на уравнение (3.11), самодействия могут модифицировать закон
роста Бозе-звезд, и их эффект может быть значительным [42]. Действитель-
но, хотя члены, пропорциональные λ, малы внутри легких звезд, они растут
с массой и начинают доминировать [136] при Nbs ≳ Nλ ≡ |λG|−1/2. Если са-
модействие отталкивающие, λ > 0, это увеличивает энергию тяжелых звезд до
Ebs ∝ −N 2

bs. Притягивающий случай более драматичен: отрицательное самодей-
ствие заставляет Бозе-звезды коллапсировать [38,42,136,137] при Nbs ≳ 10.2Nλ.
Таким образом, следует писать вместо уравнения состояния (3.8)

Ebs = −γN 3
bs E(Nbs/Nλ) , (3.12)

где функция E учитывает энергию самодействия. Она меньше чем 1 при λ > 0

и больше единицы если λ < 0. Кроме того, E ≈ 1 при Nbs ≪ Nλ, в случае
пренебрежимо малого самодействия. На практике, мы вычисляем E численно,
решая систему Гросса-Питаевского-Пуассона для каждого Nbs/Nλ.

80



Используя уравнения (3.6),(3.7) вместе с уравнением состояния (3.12), мы
получаем закон роста звезд с учетом самойдействия,

(1 + x3bsE/ϵ2)3(1− xe − xbs)
−5 ≈ (τ − τi)/τ∗ , (3.13)

где E ≡ E(xbsNtot/Nλ). На качественном уровне уравнение (3.13) согласуется с
явлением, рассмотренном в работе [42]: для фиксированных τ∗ и τi Бозе-звезды
растут быстрее при положительном λ (E < 1) и медленнее при отрицатель-
ном λ (E > 1). Эта особенность проиллюстрирована на рис. 3.3(a), (b), которые
сравнивают две теоретические кривые xbs(τ), уравнение (3.13), при λ̃ = 15

и λ̃ = −6 (толстые штриховые линии) с кривой при λ = 0 (тонкая штрих-
пунктирная).

Мы выполнили явный численный тест уравнения (3.13). Начиная с Гаус-
сового начального распределения газа в ящике, мы выполнили 9 моделирований
при λ̃ = 15 и 8 моделирований при λ̃ = −6. Мы использовали Ntot = 20 p0/m

3G

и L = (35÷ 40)/p0. Эволюции массы соответствующих Бозе-звезд показаны на
рис. 3.3(a), (b) тонкими цветными линиями. Они хорошо описываются уравне-
нием (3.13) (толстая штриховая). Однако, значения подгоночного параметра 24

τi отличаются от случая без самодействия: мы получаем τi ≈ −0.51 при λ̃ = 15

и τi ≈ 0.14 при λ̃ = −6.
Стоит отметить, что зависимость τi от λ̃ влияет на закон роста Бозе-звезд.

При умеренно малых τ , это может даже компенсировать эффект (замедления)
ускорения от энергии самодействия, см. вставку на рис. 3.3(a). Однако, на боль-
ших временных масштабах собственная энергия побеждает и заставляет рост
идти быстрее при λ > 0 и медленнее при λ < 0 — см. вставку, снова.

3.5 Оценки для космологии

В этой главе мы продемонстрировали, что кинетика Бозе-
Эйнштейновской конденсации автомодельна, если она обусловлена грави-
тационным (дальнодействующим) рассеянием. Это решает давнюю пробле-
му [119, 121, 138] с отсутствием степенных колмогоровских каскадов в таких
системах. Закон роста Бозе-звезды (3.9) был выведен с использованием нового

24Мы все еще извлекаем xe из функции распределения и вычисляем ϵ2 ≡ Etot/γN
3
tot, ис-

пользуя начальные данные. Значение τ∗ фиксируется условием Nbs = 0 при τ = 1, см. пара-
граф (3.3).
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рабочего предположения об «адиабатичности» масштабных параметров. Этот
подход может быть полезен в других контекстах.

На сегодняшний день результаты моделирования формирования струк-
туры из легкой темной материи [18, 24, 139] не могут предоставить глобальное
распределение Бозе-звезд, которые просто слишком малы. Для этого требуется
теоретический вклад из нашего ур. (3.9) и работ [8, 31–34, 132], ср. [140–142].
Рассмотрим, например, растущие Бозе(аксионные)-звезды внутри миникласте-
ров аксионов КХД [8, 31–34, 132]. Последние происходят из аксионных превы-
шений плотности Φ = δρ/ρ|RD ≲ 10 в радиационно-доминированную эпоху.
Уравнение (3.9) говорит нам, что звезда съедает долю xbs ∼ 0.1 миникла-
стера за время t ∼ tgrx

9
bs/ϵ

6. Это время короче возраста Вселенной, если
Φ ≳ 6 (10xbsm4)

9/8M
3/4
13 , где мы использовали оценки [22, 143] и нормирова-

ли M13 ≡ M/(10−13M⊙) и m4 ≡ m/(10−4 эВ) на центры обсуждаемых окон
масс миникластеров и аксионов КХД [8, 16, 17, 31–34, 132, 144]. Таким обра-
зом, реалистично ожидать, что большие части самых плотных миникластеров
в настоящее время поглощены их аксионными звездами. Заметим, что послед-
ние могут приводить к впечетляющим наблюдательным эффектам, см., напри-
мер, [53,128,145,146].

Другая популярная модель описывает рост гигантских Бозе-звезд внутри
гало галактик «fuzzy» темной материи [18]. Такие звезды не достигают точки
замедления роста, если требуемое время ∆t ∼ 9ϵtgr превышает возраст Вселен-
ной. Это происходит, если m ≳ 6 · 10−21 эВ · v5/230 M

−3/2
8 , где мы нормировали

вириальную скорость v30 ≡ v/(30 км/с) и массу M8 ≡M/(108M⊙) на наимень-
шие карликовые галактики. Мы видим, что «fuzzy» Бозе-звезды не должны
успеть дойти до точки замедления роста во всех галактиках, если удовлетворе-
на текущая экспериментальная граница m ≳ 2 · 10−20 эВ [13] на массу частицы
темной материи.
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Заключение

В диссертации была изучена динамика Бозе-звезд, состоящих из аксионов
темной материи. Получены следующие результаты.

В главе 1 было аналитически доказано, что вращающиеся нерелятивист-
ские Бозе-звезды неустойчивы при любом ненулевом угловом моменте, в случае
притягивающего или отсутствующего короткодействующего взаимодействия
между бозонами. Этот результат справедлив для популярных моделей с КХД
аксионной или «fuzzy» темной материей.

Получены аналитические выражения, позволяющие оценить время жизни
неустойчивых вращающихся звезд, определенных ур. (1.24), (1.46) и представ-
лены Таблице 1.2. Времена жизни всегда сравнимы с обратными энергиями
связи ω−1

bs Бозе-звезд и меньше времен свободного падения в их гравитацион-
ных полях. Таким образом, вращающиеся звезды (1.1) не могут образовываться
в реалистичных сценариях формирования [18,22,26,26,41,42] и фактически не
могут даже считаться долгоживущими квазистационарными состояниями.

В главе 2 мы изучили автомодельную кинетику для ансамбля, состоящего
из перенаселенного газа гравитационно взаимодействующих бозонов, окружаю-
щего конденсат Бозе-Эйнштейна (Бозе-звезду). Наш подход основан на наблю-
дении, что кинетическое уравнение для этого газа масштабно-инвариантно, в
приближении пространственной однородности и малой передачи импульса в ре-
зультате рассеяния - приближении Ландау. Симметрия, а также возможность
обмена частицами или энергией с конденсатом обуславливает существование
семейства автомодельных решений кинетического уравнения (2.1), (2.2) с про-
извольными масштабными размерностями D, конечными энергиями и числом
частиц. Эти решения описывают конденсацию газа при 2 < D < 3 , а также,
по-видимому, испарение конденсата при D > 3. Мы вычислили, как устойчивые
профили решений с хвостами Рэлея–Джинса F ∝ ω−1/2, а также и неустойчи-
вые с поведением F ∝ ω−1/3 при ω → 0.

Важным свойством найденных устойчивых решений является то, что они
выступают в роли «нетепловых аттракторов» [111] для кинетических эволю-
ций. Это означает, что функции распределения со временем стремятся к этим
решениям независимо от начальных условий. Более того, в процессе эволюции
функция распределения остается приближенно автомодельной, даже если мас-
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штабная инвариантность исходного кинетического уравнения явно нарушена.
В этом новом режиме, который мы называем режимом адиабатической автомо-
дельности, функция распределения следует за медленно эволюционирующими
автомодельными профилями, масштабная размерность которых медленно из-
меняется со временем, D = D(t). На основе этого наблюдения был разработан
эффективный метод решения существенно неравновесных кинетических задач.

Численное моделирование, проведенное в главе 3, посвящено изучению
эволюции ансамбля гравитационно взаимодействующих бозонов, содержащего
Бозе-звезду. Анализ данных моделирования позволил заключить, что времен-
ная зависимость функции распределения частиц в ансамбле имеет приближенно
автомодельный характер. Данный вывод получил независимое подтверждение
с помощью прямого сравнения с эволюцией функции распределения в модели,
построенной на основе уравнения Больцмана. Обнаруженная согласованность
результатов сделала возможным использование разработанного в главе 2 под-
хода для вывода закона роста Бозе-звезды (3.9).

Результаты применения метода главы 2 к описанию процесса роста Бозе-
звезды внутри миникластеров из аксионов КХД [8, 31–34, 132] представлены
в главе 3. Согласно полученным результатам, основная масса вещества наибо-
лее плотных миникластеров на текущий момент содержится в их аксионных
звездах.

Результаты диссертационного исследования открывают несколько на-
правлений для будущей научной работы. Во-первых, подход адиабатической
автомодельности, примененный к обычной негравитационной кинетике, может
обобщить существующие «нетепловые аттракторы» [62–71] на системы со слег-
ка нарушенной масштабной симметрией. Этот подход также может объяснить
сдвиг параметров масштабирования [123, 124] , наблюдаемый в результатах
численного моделирования, и другие масштабно-асимметричные явления. Во-
вторых, ключевой задачей в свете полученных результатов представляется вы-
вод кинетического уравнения для неоднородного гравитирующего газа, анало-
гичного уравнению с интегралом столкновений Ландау для однородного слу-
чая. Интересным будет исследовать это уравнение на наличие симметрий отно-
сительно масштабных преобразований, включающих преобразование простран-
ственных координат x. Наличие подобной симметрии стало бы основанием
для предсказания существования нового класса автомодельных решений и их
поиска методами численного моделирования. В-третьих и наконец, примене-
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ние нашего адиабатического подхода к росту Бозе-звезд из аксионов темной
материи [125] было удивительно успешным: грубое требование автомодельно-
сти (приближенной автомодельности) предоставило эвристический закон (3.9),
объясняющий результаты численного моделирования. Этот метод может быть
подтвержден выводом из первых принципов. Для этого требуется вывести ин-
теграл столкновений для процессов перехода частиц на Бозе-звезду, см. [58],
что позволит найти явный вид члена кинетического уравнения, нарушающего
масштабную инвариантность, — аналога источника и губки в ур. (2.13). Имея
этот результат, адиабатическое разложение в параграфе 2.6.2 дало бы последо-
вательное автомодельное описание конденсации и точное уравнение для D(t).

Стоит отметить, что уточнение закона роста для Бозе-звезд, состоящих
из частиц темной материи, полученного в данной работе, позволит точнее опре-
делить распространенность этих объектов в современной Вселенной (см. так-
же [59–61]), таким образом открывая новые пути для обнаружения (или огра-
ничений) ультралегкой и аксионоподобной темной материи.
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Приложение А

Численные методы и приближения для
вращающихся Бозе-звезд

А.1 Трехмерное моделирование

В параграфе 1.4 мы обсуждаем моделирования в трехмерном ящике
−L/2 < x, y, z ≤ L/2 с периодическими ψ и U . Согласованность требует мо-
дификации ур. (1.3) до

∆U = 4πG(m|ψ|2 −M/L3) , (А.1.1)

где новый член с полной массой M исчезает как O(L−3) в пределе бесконеч-
ного объема. Мы дискретизируем x, y и z с равномерными шагами решетки
δ = L/N и помещаем поля ψ = ψn,m, k, Un,m, k на узлы решетки {xn, ym, zk} ≡
{nδ, mδ, kδ}. Мы выполняем все вычисления в безразмерных единицах паргра-
фа 1.2.

Важно, что наша кубическая решетка инвариантна относительно враще-
ний на π/2 с помощью оператора R̂π/2. Поскольку R̂4

π/2 = 1, оператор имеет
четыре собственных значения ±i и ±1, и соответствующие собственные функ-
ции ψl, которые удовлетворяют ур. (1.20) с 0 ≤ l ≤ 3. В ур. (1.22) мы разлагаем
δψ ≡ ψ − ψs e

−iωst на сумму собственных функций ψl используя проекторы Π̂l,

ψl;n,m, k = Π̂lδψn,m, k =
1

4

[
δψn,m, k + eiπl/2δψm,−n, k

+ eiπlδψ−n,−m, k + e3iπl/2δψ−m,n, k
]
. (А.1.2)

Оператор Π̂1 с l = 1 используется в численной процедуре ниже.
Мы эволюционируем уравнения Гросса-Питаевского-Пуассона (1.2), (1.3),

используя псевдоспектральный метод четвертого порядка [22, 147]. В двух
словах, это сводится к выполнению Быстрых Преобразований Фурье на
каждом шаге по времени: сначала для продвижения волновой функции
ψ(t+∆t) = e−iĤ∆t ψ(t) с точностью O(∆t5), а затем для решения уравнения
Пуассона для гравитационного потенциала; здесь Ĥ — оператор в правой части
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Рис. А.1: Потенциал в центре ρ = z = 0 Бозе-звезды с l = 1 как функция
размера ящика L после сдвига на U0; рассматривается случай без самодействий.

ур. (1.2). Примечательно, что эта численная схема одинаково относится ко всем
пространственным координатам и поэтому коммутирует с вращениями на π/2.

Та же эволюция в евклидовом времени τ = it умножает ψ на e−Ĥ∆τ и
поэтому минимизирует энергию конфигурации. Конкретно, в параграфе 1.4
мы получаем Бозе-звезду с l = 1 путем итераций ψ → ∆N e−Ĥ∆τ Π̂z Π̂1 ψ, ре-
шая уравнение Пуассона на каждом шаге. Здесь оператор Π̂1 проецирует ψ

на собственный сектор вращений на π/2 с собственным значением eiπ/2, дру-
гой проектор Π̂zψn,m, k ≡ 1

2(ψn,m, k + ψn,m,−k) стабилизирует конфигурацию в
направлении z, накладывая симметрию z → −z, евклидов пропагатор e−Ĥ∆τ

убивает высокоэнергетические компоненты ψ, в то время как нормировочный
множитель ∆N фиксирует полную массу

∫
d3x̃ |ψ̃|2 = 1 в приведенных едини-

цах. В конце релаксации значение ψ равно ψs, а нормировочный множитель
∆N = exp(ω̃s∆τ̃) дает энергию связи ω̃s.

В периодическом ящике удобно фиксировать постоянную часть потенциа-
ла Бозе-звезды используя условие

∫
d3xUs = 0. Мы восстанавливаем стандарт-

ные члены, сдвигая Us → Us + U0 и ωs → ωs+U0, где константа U0 обеспечивает
вириальное соотношение, например, Es = ωsNs/3 при λ = 0. После сдвига ко-
нечномерные эффекты в энергетических величинах уменьшаются до O(L−3),
см. рис. А.1. Мы не выполняем этот сдвиг при λ ̸= 0, потому что он не влияет
на данные на рис. 1.12.

На практике мы используем решетку 1283 в ящике L̃ = 200 и используем
шаги по времени ∆t̃ = ∆τ̃ = 0.5. После 104 евклидовых итераций конфигурация
с l = 1 стабилизируется на относительном уровне δψs/ψs ∼ 10−15, что сравнимо
с ошибками округления. Относительные эффекты конечного шага решетки δ и
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дискретного шага по времени имеют порядок 2 ·10−14 и 2 ·10−12 соответственно;
они оценены с использованием решетки 2563 и шага ∆τ̃ = 0.25. Наибольшие
численные артефакты происходят от конечномерного обрезания: увеличивая L̃
в два раза, мы получаем ψs с относительными поправками порядка 10−4.

Далее мы добавляем возмущение (1.21) к Бозе-звезде и эволюциониру-
ем результирующую конфигурацию в реальном времени до t̃ = 104. Полная
энергия и масса решения стабильны в течение всей эволюции вплоть до от-
носительных поправок порядка 2 · 10−9 и 5 · 10−11 соответственно. В то же
время, численные ошибки в ψ растут экспоненциально, потому что эволюция
неустойчива. Тем не менее, ошибки дискретизации δ и ∆t всегда остаются ниже
δψ/ψ < 10−7 и 10−5, пока относительные ошибки конечного объема остаются
меньше 10−2 при t̃ ≲ 9500, достигая уровня 10% только в самом конце модели-
рования.

А.2 Осесимметричный код

Чтобы вычислить звезды с l ≥ 2 численно, мы вводим решетку Nρ ×Nz

с равномерными шагами δρ, δz в цилиндрических координатах ρ, z. Узлы
этой решетки (ρj, zk) ≡ (jδρ, kδz) заполняют большую цилиндрическую об-
ласть 0 ≤ ρj ≤ Lρ и 0 ≤ zk ≤ Lz в верхней половине трехмерного простран-
ства. Мы храним значения полей ψj, k ≡ ψ(ρj, zk) и Uj,k на узлах решетки
и восстанавливаем их при z < 0, используя симметрию ψ(ρ, −z) = ψ(ρ, z),
U(ρ, −z) = U(ρ, z). Мы используем безразмерные единицы с m̃ = G̃ = M̃s = 1,
введенные в параграфе 1.2.

Лапласианы в ур. (1.2), (1.3) дискретизируются стандартным методом
второго порядка:

∆ψj, k = (ψj, k+1 + ψj, k−1 − 2ψj, k)/δ
2
z

+ (ψj+1, k + ψj−1, k − 2ψj, k)/δ
2
ρ

+ (ψj+1, k − ψj−1, k)/(2δρρj)− l2ψj, k/ρ
2
j , (А.2.1)

где похожее выражение для ∆Uj,k не имеет последнего члена. Мы снабжаем
решеточные уравнения условиями регулярности на оси симметрии25 ρ = 0: ψ =

∂ρU = 0 или
ψ0, k = 0 , U−1, k = U1, k . (А.2.2)

25При l = 0 мы используем ψ−1, k = ψ1, k.
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Граничные условия при z = z0 = 0 следуют из симметрии отражения z → −z:

ψj,−1 = ψj, 1 , Uj,−1 = Uj, 1 . (А.2.3)

Наконец, мы накладываем подходячщие условия спадания на «бесконечных»
границах решетки ρ = Lρ и z = Lz. Там волновая функция исчезает,

ψj, k = 0 при j = Nρ − 1 или k = Nz − 1 , (А.2.4)

и потенциал близок к асимптотике U ≈ −GM/(ρ2 + z2)1/2. Последнее условие
может быть записано в независимой от массы форме:

UNρ−1, k = UNρ−2, k

(
ρ2Nρ−2 + z2k

ρ2Nρ−1 + z2k

)1/2

, (А.2.5)

и аналогично при z = Lz и произвольным ρj. Подводя итог, вышеупомяну-
тая дискретизация дает набор уравнений эволюции и Пуассона на внутренних
узлах решетки с граничными значениями полей, фиксированными ур. (А.2.2) —
(А.2.5).

Мы решаем ур. (1.3) для Uj, k с помощью стандартного метода SOR [148].
После каждого прохода релаксации мы эволюционируем26 волновую функцию
в евклидовом времени на ∆τ = i∆t,

ψ
(n+1)
j,k = ψ

(n)
j,k −∆τ Ĥψ

(n)
j,k , (А.2.6)

где n индексирует проходы, и Ĥ обозначает дискретизированный оператор в
правой части ур. (1.2). Как и прежде, эволюция (А.2.6) убивает все возбужден-
ные энергетические уровни в ψ при заданном l. Наконец, мы перемасштабируем
ψj,k → ∆N ψj,k, чтобы сохранить полную массу M̃s = 1 фиксированной, и затем
переходим к следующему проходу релаксации. Мы уменьшаем шаги по времени
от ∆τ ∝ δρ, z в начале релаксации до ∝ δ2ρ, z в конце ее.

Итерации сходятся, получая Бозе-звезды с точностью до поправок O(δ2ρ,z)
в шагах решетки и27 O(L−3

ρ,z) в размере ящика. Изменяя параметры, мы численно

26Поскольку формула Эйлера (А.2.6) неустойчива, мы улучшаем ее до полу-явного метода:
заменяем ψ

(n)
j, k → ψ

(n+1)
j, k во всех диагональных членах оператора Ĥ и выражаем ψ

(n+1)
j, k из

итогового уравнения.
27Потому что ур. (А.2.5) игнорирует дипольную часть в гравитационном потенциале Бозе-

звезды.
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подтвердили масштабирование численных ошибок с δρ,z и Lρ,z. Энергия Бозе-
звезды дается дискретизированным интегралом (1.6), в то время как ω̃s = 3Ẽs

при λ = 0, см. ур. (1.12).
В практических вычислениях мы используем решетки в диапазоне от

Nρ × Nz = 101× 101 до 1501 × 1501. Мы увеличиваем их в два раза, что-
бы контролировать ошибки дискретизации, которые никогда не превышают
δψs/ψs < 10−2. Наши размеры ящиков Lρ, z ∝ l2 сильно варьируются с l, чтобы
охватить Бозе-звезды : от L̃ρ = L̃z = 100 при l = 1 до 22500 при l = 15. Это
сохраняет относительные конечномерные неточности ниже 10−6. Наконец, мы
убеждаемся, что осесимметричные профили Бозе-звезд с l = 0, 1 совпадают с
таковыми из трехмерного кода в пределах ожидаемой точности 1%.

Как только Бозе-звезда получена, мы эволюционируем ур. (1.26) в реаль-
ном времени, таким образом извлекая самую быстрорастущую линейную моду
неустойчивости. Мы используем ту же дискретизацию второго порядка, что и
раньше, и такие же граничные условия к ур. (А.2.1) — (А.2.4). Поскольку эво-
люция в реальном времени более требовательна к вычислительным ресурсам,
мы используем меньшие решетки в меньших ящиках ценой понижения точно-
сти. Теперь диапозон Nρ × Nz между 101 × 101 и 1001 × 1001, в то время как
размеры ящиков варьируются в интервале 102 ≤ L̃r, L̃z ≤ 103. Наша временная
эволюция использует шаги Кранка–Николсона [148] с ∆t̃ = 0.2 δ̃2ρ, z/l

′2. После
каждого шага мы выполняем один SOR проход для уравнения на δU . Затем мы
умножаем28 δψ, δψ̄ и δU на константу ∆N и переходим к следующему шагу
по времени. Мы останавливаем процедуру, когда перенормированные возмуще-
ния стабилизируются на относительном уровне 10−13. На последнем шаге мы
вычисляем комплексный показатель возмущения: µ̃ = ∆t̃−1 ln∆N . Изменяя l′,
мы выбираем доминирующую моду с максимальным Re µ̃.

Как и прежде, мы оцениваем численную точность, варьируя Nρ, z, Lρ, z и
∆t. Все относительные неточности остаются ниже 1%, хотя на этот раз наи-
большие ошибки связаны с сопоставимыми конечномерными эффектами и эф-
фектами дискретизации.

28Эта перенормировка выключается на рис. 1.9.
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А.3 Двумерные Бозе-звезды

В этом Приложении мы численно решаем уравнения (1.35), (1.36) для
профиля двумерной Бозе-звезды. Для этого мы вычитаем ω2 из потенциала,

Ū2(x2) ≡ U2(x2)− ω2/m , (А.3.1)

вводим радиальную координату r2 = |x2| и выполняем преобразования коорди-
нат и полей с параметром (v′0)

2 = (G/m)1/2 ψ2(0), как описано в параграфе 1.6.1.
Наш выбор v′0 фиксирует центральное значение безразмерного поля: ψ′

2(0) = 1.
Предполагая сферическую симметрию, мы получаем обыкновенные диф-

ференциальные уравнения для ψ′
2(r

′
2) и Ū ′

2(r
′
2),

∂r′2(r
′
2∂r′2ψ

′
2) = 2r′2Ū

′
2ψ

′
2 , (А.3.2a)

∂r′2(r
′
2∂r′2Ū

′
2) = 4πr′2|ψ′

2|2 . (А.3.2b)

Мы дополняем их условиями регулярности в начале координат,

∂r′2Ū
′
2(0) = ∂r′2ψ

′
2(0) = 0 , ψ′

2(0) = 1 , Ū ′
2(0) = Ū ′

0 ,

где ψ′
2(0) = 1 следует из преобразования поля, и мы вводим новый параметр

Ū ′
0.

Мы численно решаем уравнения (А.3.2) с указанными начальными дан-
ными до больших r′2, а затем подбираем Ū ′

0, чтобы обеспечить спадание вол-
новой функции на бесконечности: ψ′

2 → 0 при r′2 → +∞. Это дает Ū ′
0 ≈ −2.07

и конфигурацию на рис. 1.14 (сплошная линия). После этого мы вычисляем
безразмерный интеграл

M ′
2 ≡

∫
d2x′

2 |ψ′
2| ≈ 1.7 (А.3.3)

в выражении (1.37) для массы Бозе-звезды.
Давайте теперь применим этот объект, чтобы найти профиль быстровра-

щающейся трехмерной Бозе-звезды. В двух измерениях гравитационный потен-
циал логарифмически растет на бесконечности,

Ū ′
2 →M ′

2 ln
(
r′22 M

′
2/64β

)
, при r′2 → +∞ , (А.3.4)

где численная константа β ≈ 2.86 · 10−2 параметризует его постоянную часть.
Как следствие, мы не можем разделить Ū2 на U2 и ω2, используя только дву-
мерную логику.
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Чтобы сделать это, мы вычисляем исходный трехмерный потенциал в про-
странственной точке z = 0 и ρ = Rbs + lr2, расположенной параметрически да-
леко от кольцевого ядра, r2 ≫ O(1), и все же принадлежащей области приме-
нимости r2 ≪ Rbs/l уравнений (А.3.2). В этом случае детали профиля кольца
неразличимы, и мы записываем

Ubs ≈ −GMbs

2π

∮
dφ√

4(R2
bs + lr2Rbs) sin

2(φ/2) + l2r22

≈ GMbs

πRbs
ln(lr2/8Rbs) , (А.3.5)

где интеграл в первой строке суммирует потенциалы кусочков кольца под раз-
ными углами φ. Переводя асимптотику (А.3.4) для Ū ′

2 в физические единицы и
подставляя ее в уравнения (А.3.1), (1.34), мы получаем другое выражение для
Ubs, которое должно совпадать с уравнением (А.3.5). Это дает,

ωbs =
l2

2mR2
bs

+
mGMbs

2πRbs
ln
(
βαl/l

2
)
, (А.3.6)

где мы заменили Rbs на αl, используя уравнение (1.32).
Наконец, давайте вычислим энергию Ebs трехмерной Бозе-звезды при

больших l. Ее аналог в двух измерениях имеет вид:

E2 =
∫
d2x2

( |∇2ψ2|2
2m

+
m

2
Ū2|ψ2|2

)
= K2 + P2. (А.3.7)

гдеK2 и P2 — кинетический и потенциальный члены соответственно. Двумерная
Бозе-звезда ψ2 = ψ2, bs(x2) экстремизирует этот функционал в классе конфигу-
раций с заданной массой M2 ≡

∫
d2x2m|ψ2|2, см. параграф 1.2. В частности,

преобразование подобия

ψ′′
2 = γψ2,bs(γx2) , Ū ′′

2 = Ū2, bs(γx2)− 2GM2,bs ln γ, (А.3.8)

не меняет массу и асимптотику потенциала Ū2 на больших r2. Таким образом,
энергия (А.3.7) преобразованной конфигурации

E ′′
2 = γ2K2, bs + P2, bs −GM 2

2, bs ln γ , (А.3.9)

экстремальна при γ = 1; в дальнейшем мы помечаем величины, вычисленные
для ψ2 = ψ2, bs, подстрочным индексом bs. Взяв производную по γ, мы находим
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2K2, bs = GM 2
2, bs и, следовательно, двумерную теорему вириала

E2, bs = K2, bs/2 = GM 2
2, bs/4 , (А.3.10)

где первое равенство получается интегрированием уравнения (А.3.7) по частям
и использованием уравнения (1.35).

При больших l и λ = 0 энергия (1.6) трехмерной Бозе-звезды принимает
вид:

Ebs =
2πRbs

l4
E2, bs +

πRbs

ml2

(
ωbs +

l2

2mR2
bs

)
M2, bs , (А.3.11)

где использовались уравнения (А.3.1), (А.3.7). Мы выражаем E2, bs и ωbs

из уравнений (А.3.10) и (А.3.6), записываем двумерную массу как
M2, bs = l2Mbs/(2πRbs), и используем представление (1.32) для Rbs. Это
дает выражение для энергии (1.38) из основного текста.

После этого уравнение (1.45) для αl получается путем экстремизации энер-
гии по этому свободному параметру. Формула (А.3.6) для ωbs тогда сводится к
выражению

ωbs = −3m3G2M 2
bs

8π2l2
αl(αl + 1) ,

которое использовалось в оценке (1.46). Примечательно, что значение ωbs/m
совпадает с производной dEbs/dMbs, как и должно быть.

А.4 Моды неустойчивости при l ≫ 1

Теперь рассмотрим экспоненциально растущие моды на фоне трехмерной,
быстровращающейся Бозе-звезды. В основном тексте мы утверждали, что их
профили χ(x2), η(x2), δU(x2) удовлетворяют двумерной задаче на собствен-
ные значения (1.39). Она аналогична задаче, описывающей колебания двумер-
ной звезды, но включает дополнительный параметр: импульс в дополнительном
измерении pφ.

Для начала докажем свойства уравнений (1.39), анонсированные в основ-
ном тексте. Эти уравнения составляют гамильтонову систему для поля χ(x2)

и его канонического импульса η(x2). Действительно, в терминах координаты
фазового пространства ξ(x2) = (χ, η)T уравнения имеют вид:

µ2Ω ξ =

(
Ĥχ 0

0 Ĥη

)
ξ , Ω =

(
0 −1

1 0

)
, (А.4.1)
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где µ2 заменяет производную по времени, Ω — каноническая форма, а веще-
ственные симметричные операторы Ĥχ и Ĥη представляют вариации квадра-
тичного гамильтониана. Хорошо известно [149], что решения стационарных га-
мильтоновых систем, подобных уравнению (А.4.1), имеют только чисто мнимые
или вещественные собственные значения µ2.

Продемонстрируем это явно. Операторы в уравнениях (1.39) имеют вид:

Ĥη =
p2φ −∆2

2m
+mŪ2 , Ĥχ = Ĥη + ψ2

8πGm2

∆2 − p2φ
ψ2 ,

где Ū2 — сдвинутый фоновый потенциал из уравнения (А.3.1). Можно явно про-
верить, что эти операторы вещественные и симметричные, т.е. удовлетворяют
соотношениям ∫

d2x2 f1Ĥχ, ηf2 =

∫
d2x2 f2Ĥχ, ηf1 (А.4.2)

для любых хорошо локализованных функций f1(x2) и f2(x2). Кроме того, Ĥη

положительно определен, потому что его собственные значения измеряют (неот-
рицательную) разность между уровнями энергии в потенциале U2(x2) и его
энергией основного состояния ω2, плюс положительная константа p2φ/2m. Как
следствие, Ĥη и Ĥχ могут быть одновременно диагонализованы вещественным
оператором Â,

ÂĤηÂ
T = Î , Â−1T ĤχÂ

−1 = diag(−µ2j) , (А.4.3)

где Î — единичный оператор, и все µ2j вещественны. Учитывая уравне-
ние (А.4.3), мы строим симплектический оператор

Ŝ =

(
Â−1 0

0 ÂT

)
, ŜT Ω Ŝ = Ω ,

диагонализующий всю краевую задачу (А.4.1). Действительно, преобразован-
ное возмущение ξ′ = Ŝ−1ξ удовлетворяет диагональным гамильтоновым урав-
нениям (А.4.1), с операторами Î и diag(−µ2j) заменяющими Ĥη и Ĥχ. Решая
диагональные уравнения, мы обнаруживаем, что каждая пара элементов в ξ′

представляет «координату» и «импульс» собственной моды с вещественным
µ22 = µ2j . Наконец, преобразуя обратно к исходным терминам, мы получаем
полный набор собственных мод, удовлетворяющих уравнениям (1.39). Эти мо-
ды являются вещественными по построению, и их собственные значения µ2 либо
вещественные, либо мнимые.
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Ясно, что все моды, расположенные далеко от двумерной Бозе-звезды,
имеют мнимые µ2. В этой области ψ2 ≈ 0, и поэтому

−µ22 η ≈
[
(p2φ −∆2)/2m+mŪ2

]2
η ,

см. уравнения (1.39). Следовательно, µ22 < 0. Напротив, все моды с веществен-
ными µ2 локализованы внутри области ненулевого ψ2.

Подводя итог, мы доказали, что все моды неустойчивости имеют веще-
ственные профили, удовлетворяющие условиям спадания (1.41) на бесконечно-
сти. Они могут быть вычислены численно с использованием стандартного ме-
тода стрельбы. Выполняя преобразование подобия с параметром v′0, мы избав-
ляемся от m и G, см. параграф 1.6.1 для подробностей. Поскольку двумерный
фон зависит только от радиуса r′2 = |x′

2|, мы предполагаем общую разделяемую
зависимость возмущений от угловой координаты φ2 ≡ arctan(y′2/x

′
2),

χ′, η′, δU ′ ∝ cos(l2φ2 + const) .

Это превращает уравнения (1.39) в систему обыкновенных дифференциальных
уравнений

∂r′2(r
′
2∂r′2χ

′) = 2µ′2r
′
2η

′ + χ′ [r′2(p′φ)2 + l22/r
′
2 + 2Ū ′

2r
′
2

]
+ 2r′2ψ

′
2δU

′ ,

∂r′2(r
′
2∂r′2η

′) = −2µ′2r
′
2χ

′ + η′[r′2(p
′
φ)

2 + l22/r
′
2 + 2Ū ′

2r
′
2],

∂r′2(r
′
2∂r′2δU

′) = δU ′ [r′2(p′φ)2 + l22/r
′
2

]
+ 8πr′2ψ

′
2χ

′

для радиальных профилей мод Ξ(r′2) = (χ′, η′, δU ′) в безразмерных единицах
(со штрихами).

Далее мы решаем уравнения с условиями регулярности в начале коорди-
нат,

∂r′2Ξ = 0 при r′2 = 0 (А.4.4)

и условиями спадания (1.41) на бесконечности. Для этого мы строим полный
набор начальных данных, добавляя к уравнению (А.4.4) условие Ξ = (1, 0, 0)

при r′2 = 0, а затем делаем то же самое для Ξ = (0, 1, 0) и (0, 0, 1). Начиная
с этих трех наборов данных, мы численно получаем три линейно независимых
решения Ξ(1)(r′2), Ξ(2)(r′2) и Ξ(3)(r′2) дифференциальных уравнений. Общее ре-
шение — их линейная комбинация:

Ξ(r′2) = d1 Ξ
(1)(r′2) + d2 Ξ

(2)(r′2) + d3 Ξ
(3)(r′2) . (А.4.5)
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Рис. А.2: Абсолютное значение определителя (А.4.6) (логарифмическая шкала)
как функция собственного значения µ′2 при p′φ = 1, r′max = 7 и l2 = 0, 1. Реше-
ние для определителя D = 0 (вертикальная пунктирная линия) соответствует
острому клювообразному провалу графика для l2 = 0.

Неизвестная мода неустойчивости задается комбинацией, удовлетворяющей,
дополнительно, условиям спадания (1.41) на бесконечности — или, в числен-
ном приближении, равенствам Ξ(r′max) = 0 при достаточно большом радиусе
r′2 = r′max. Вместе с уравнением (А.4.5) это дает систему линейных алгебраи-
ческих уравнений для di с нулевой правой частью. Решение существует только
если матрица коэффициентов имеет нулевой определитель,

D = det
[
Ξ(1)Ξ(2)Ξ(3)

]
= 0 при r′2 = r′max , (А.4.6)

где матрица 3 × 3 под определителем включает столбцы Ξ(i)(r′max). Уравнение
(А.4.6) выбирает значения µ′2, представляющие моды неустойчивости.

На рис. А.2 мы показываем абсолютное значение определителя D как
функцию µ′2 при r′max = 7 ≫ 1 и p′φ = 1. Мы рассматриваем случаи l2 = 0

и 1 (сплошная и пунктирная линии соответственно). Острый провал графика
для l2 = 0 при µ′2 ≈ 1.44 указывает на точку D = 0 и, следовательно, на
моду неустойчивости. В то же время графики для l2 ≥ 1 не имеют нулей D

вообще, см. пунктирную линию. Это означает, что неустойчивая мода является
осесимметричной в двух измерениях, как мы утверждали в основном тексте.

Решая уравнение (А.4.6) при всех возможных значениях p′φ и l2 = 0, мы
получаем собственное значение µ′2(p

′
φ) моды неустойчивости, показанное на

рис. 1.15. Максимум этого графика представляет наиболее быстро растущую
моду, рассмотренную в основном тексте.
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Приложение Б

Кинетическое уравнение

Б.1 Кинетическое уравнение для однородного и
изотропного гравитирующего газа

При сферической симметрии однородное кинетическое уравнение (2.6),
(2.7) в дальнейшем упрощается, потому что функция распределения fp зависит
только от p = |p| и поток Ландау коллинеарен импульсу: si = s(p) pi/p. Мы
получаем

∂tfp = −∂pjsj = −p−2∂p(p
2s) (Б.1.1)

и
s(p) =

G2m4Λ

4π2p

∫
d3q

u
piPij

[
f 2p∂qfq

qj
q
− f 2q ∂pfp

pj
p

]
.

Свертки Pij ≡ δij − uiuj/u
2 с p и q зависят от угла θ между этими двумя век-

торами:

pipjPij = piqjPij =
p2q2 sin2 θ

m2u2
,

где u ≡ (p− q)/m и m2u2 = p2 − 2pq cos θ+ q2. Явно интегрируя по направле-
ниям q, ∫

dΩq
sin2 θ

m3u3
=

8π

3p3q3
min(p3, q3) ,

мы переписываем поток Ландау в форме одномерного интеграла

s =
2G2m5Λ

3πp3

∞∫
0

dq min(p3, q3)
(
pf 2p∂qfq − qf 2q ∂pfp

)
,

где dΩq ≡ 2πd(cos θ). Далее, мы раскрываем скобки и интегрируем первый член
по частям,

s = −2G2m5Λ

πp2
(
Bpf

2
p + Ap∂pfp

)
= p−3∂pWp , (Б.1.2)

где

Ap ≡
∞∫
0

qdq

3p
min(p3, q3)f 2q , Bp ≡

p∫
0

q2dq fq (Б.1.3)
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и мы заметили, что правая часть ур. (Б.1.2) пропорциональна полной произ-
водной предпотока

Wp =
2G2m5Λ

π
(BpCp − pApfp) , Cp =

∞∫
p

qdq f 2q , (Б.1.4)

см. ур. (Б.1.3) подразумевающие, в частности, ∂pAp ≡ pCp − Ap/p.
Последний шаг — изменить обозначения в ур. (Б.1.1), (Б.1.2), (Б.1.3) и

(Б.1.4): ввести распределение F (t, ω) частиц по энергиям ω ≡ p2/2m в ур. (2.9),
полный поток частиц

JN ≡ 4πp2s VR/(2π)
3 ,

перемасштабированный предпоток W ≡ WpVR/2mπ
2 и интегралы A ≡

ApmV
2
R/4π

4, B ≡ Bp VR/2π
2, C ≡ Cpm

2V 2
R/(4π

4). Мы приходим к кинетиче-
скому уравнению (2.10) из основного текста; заметим, что поток энергии JE
определен в ур. (2.10a), (2.10b).

Б.2 Численные методы для нестационарной кинетики

Давайте численно решим зависящее от времени кинетическое урав-
нение (2.13). В Прил. Б.2 и Б.3 мы работаем в безразмерных едини-
цах N0 = 2ω0 = trel = 1, ур. (2.17), но опускаем тильды над величинами.

Мы вводим равномерную сетку ωj = j∆ω в энергетической области, где
0 ≤ j ≤ N − 1 индексирует узлы и ∆ω = ωmax/(N−1) есть шаг решетки. Обре-
зание ωmax = 30 выбрано достаточно большим, чтобы сделать F (ωmax) ≲ 10−50

пренебрежимо малым на протяжении всех симуляций. Соответственно, мы на-
лагаем условия Дирихле

F0 = FN−1 = 0 (Б.2.1)

на границах решетки. Размер нашей решетки принадлежит интерва-
лу 2 · 104 ≤ N ≤ 6 · 104, что дает ∆ω ∼ 10−3 и ошибки дискретизации на уровне
процента в численной схеме ниже.

Мы дискретизируем интеграл столкновений (2.10), используя централь-
ную разность

StFj = −(Wj+1 +Wj−1 − 2Wj)/∆ω
2 (Б.2.2)
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и правило трапеций для основных интегралов A, B и C,
напр., Bj = ∆ω

∑j−1
j′=1 F

′
j +∆ωFj/2. Временные шаги ∆tn предоставляют-

ся методом чехарды (leap-frog),

F n+1
j − F n

j

∆tn
= StF

n+1/2
j − µjF

n+1/2
j + J

n+1/2
ext,j , (Б.2.3)

где n индексирует временные узлы, ∆tn = tn+1 − tn, мы ввели краткие
обозначения F n

j = F (tn, ωj), µj = µ(ωj), J
n+1/2
ext,j = Jext(t

n+1/2, ωj) и правая
часть вычисляется в значениях средней точки F

n+1/2
j ≡ (F n

j + F n+1
j )/2 и

tn+1/2 ≡ (tn + tn+1)/2. Это дает схему дискретизации второго порядка с ошиб-
ками порядка O(∆t2,∆ω2).

Мы используем губку (2.16) с толщиной ωIR ∼ ∆ω равной одному шагу
сетки — чтобы минимизировать ее вклад при конечных ω. С другой стороны,
амплитуда нашей губки относительно велика, µ0 = 2 · 106, так она эффективно
поглощает частицы с ω ≈ 0.

На каждом временном шаге мы решаем конечно-разностное уравне-
ние (Б.2.3) с граничными условиями (Б.2.1) — нелинейную алгебраическую
систему для N − 2 неизвестных F n+1

j . Для этого мы используем итеративный
метод Кранка-Николсона [150]. На нулевой итерации мы подставляем предпо-
лагаемый F n+1

i = F n
i в правую часть ур. (Б.2.3), таким образом превращая ее в

явную формулу для неизвестных первой итерации (F n+1
j )1. Находя последние

и подставляя их в правую часть снова, мы получаем неизвестные второй ите-
рации (F n+1

j )2, и т.д. Мы проверили, что малого шага ∆t ≲ ∆ω2 и ровно трех
итерации досточно для обеспечения точности второго порядка и численной ста-
бильности, см. [150].

Чтобы обрабатывать быстро эволюционирующие распределения, мы ре-
ализуем адаптивные шаги по времени. Перед каждой итерацией, мы оце-
ниваем линейной экстраполяцией шаг ∆tndyn, необходимой для относитель-
ного изменения в 1% между F n

j и F n+1
j . Далее фактический шаг выбран

как ∆tn = min(∆tndyn, ∆ω
2/4) чтобы обеспечить и точность, и стабильность. Эта

адаптивная техника позволяет нам использовать сильные губки с большими µ0:
в любом случае решение не может быть изменено сразу более чем на 1% .

Мы оцениваем ошибки дискретизации, варьируя ∆t и ∆ω. Это показы-
вает, что наши решения стабильны на уровне точности 0.5% во всей обла-
сти τ ≲ 150 времен релаксации. Узкая и сильная губка (2.16) грантирует, что
энергии решений сдвигаются не более чем на 1%, в то время как число частиц
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изменяется существенно: N(150) ∼ (0.1 ÷ 1)N(0). Это оправдывает использо-
вание сохранения энергии в параграфе 2.6.

Б.3 Численные методы для автомодельных профилей

Мы решаем интегро-дифференциальное уравнение для профиля (2.28),
(2.10), переформулировав его как систему обыкновенных дифференциальных
уравнений. Эта система дополняется граничными условиями: одним из уравне-
ний (2.15), (2.31) или (2.43) при малых ωs и требованием быстрого спадания на
бесконечности,

Fs(ωUV,s) = Cs(ωUV,s) = 0 , ωUV,s → +∞ , (Б.3.1)

где второе равенство следует из определения Cs в уравнениях (2.10d). В этом
Приложении мы используем безразмерные единицы (2.17), но снова не пишем
тильды.

Нетрудно видеть, что неопределенные интегралы As(ωs), Bs(ωs) и Cs(ωs)
в уравнениях (2.10d) удовлетворяют уравнениям

∂ωs
As = −As/(2ωs) + Cs , ∂ωs

Bs = Fs , (Б.3.2)

∂ωs
Cs = −F 2

s /(2ωs) .

Далее, подставляя StFs из уравнения (2.10a) в уравнение (2.28) и переставляя
производные, находим,

∂ωs
J ′
N,s = −kNFs + Jext,s , (Б.3.3)

где kN = 1− 3/D и

J ′
N,s(ωs) ≡ JN,s + kβωsFs , kβ ≡ 2/D − 1 . (Б.3.4)

Наконец, мы явно вычисляем производные от потокового потенциала (2.10c) в
уравнении (2.10b) и получаем

∂ωs
Fs =

1

As

[
Fs
2ωs

(As −BsFs)− J ′
N,s + kβωsFs

]
, (Б.3.5)

где правая часть выражена через J ′
N,s.

Соотношения (Б.3.2), (Б.3.3) и (Б.3.5) образуют систему пяти дифферен-
циальных уравнений первого порядка для неизвестных Fs(ωs), J ′

N,s(ωs), As(ωs),

114



Bs(ωs) и C(ωs). Наиболее простой вариант — наложить граничное условие (2.31)
при малых ωs: Fs(ωs) = 0 при ωs ≤ ωIR,s, см. также уравнение (2.50). Это дает

Fs = Bs = 0 и As =
2

3
ωIR,sCs при ωs = ωIR,s. (Б.3.6)

Таким образом, мы вывели пять граничных условий (Б.3.1), (Б.3.6) для того
же числа уравнений.

Мы решаем уравнения методом стрельбы. Для начала, исполь-
зуя J ′

N,s(ωIR,s), Cs(ωIR,s) и уравнения (Б.3.6) в качестве начальных данных,
мы численно интегрируем уравнения (Б.3.2), (Б.3.3) и (Б.3.5) от ωs = ωIR,s

до ωs = ωUV,s. После этого мы подбираем значения J ′
N,s(ωIR,s) и Cs(ωIR,s) так,

чтобы сделать |Cs(ωUV,s)| и |Fs(ωUV,s)| меньше чем 10−12 в соответствии с усло-
виями спадания (Б.3.1). Это дает профиль Fs(ωs), интегралы As, Bs, Cs и поток
частиц JN,s(ωs) в уравнении (Б.3.4) для данных D и Jext,s(ωs).

Последний шаг — вычисление сохраняющихся зарядов. частиц Ns задает-
ся законом сохранения (2.35), где поток конденсации равен JN,s(0) = J ′

N,s(ωIR,s)

и интеграл29 от Jext,s теперь берется от ωIR,s до ωUV,s. При конечном ωIR,s закон
сохранения энергии включает граничный член,

kEEs = JE,s(ωIR,s) +

ωUV,s∫
ωIR,s

ωsJext,s dωs , (Б.3.7)

ср. с уравнением (2.36). Извлекая JE,s(ωIR,s) = ωIR,sJ ′
N,s(ωIR,s) из уравне-

ний (2.10b) и численного решения, получаем Es.
На практике мы полагаем ωUV,s = 20 и меняем ωIR,s в интерва-

ле 10−8 ≤ ωIR,s ≤ 10−2. Мы интегрируем уравнения, используя метод Рунге-
Кутты четвертого порядка с шагом ∆ωs = ωIR,s/10 или адаптивный алгоритм
Булирша-Стоера [148] с целевой точностью ∆Fs = 10−11. Численные ошибки
контролируются путем изменения параметров сетки и сравнения законов со-
хранения (2.35) и (Б.3.7) с определениями зарядов (2.34). Таким образом оце-
ненная точность наших профилей всегда лучше чем ∆ lnFs < 5 · 10−7. Наконец,
мы убеждаемся, что все решения имеют правильное ультрафиолетовое поведе-
ние (2.39) и удовлетворяют уравнению (2.15) в пределе ωIR,s → 0.

Другой вариант — наложить асимптотические (ωs = 0) условия (2.15)
или (2.43) с самого начала. Для этого мы переформулируем их как требова-

29Мы вычисляем его, добавляя ∂ωsI(ωs) = Jext,s к системе дифференциальных уравнений,
где I(ωIR,s) = 0.
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ния при малых, но конечных ωs = ωIR,s ∼ 10−8. А именно, при ωs ≤ ωIR,s мы
фиксируем одну из двух асимптотических форм (2.45) или (2.42) решений,

Fs = F0 ω
−1/2
s + F1 −

F 2
1

2F0
ω1/2
s или Fs = F0 ω

−1/3
s , (Б.3.8)

где константы F0 и F1 в первом случае управляют потоками частиц и энер-
гии при ωs = 0, в частности, JE,s(0) = −3F 2

0F1/2. Во втором случае JE,s(0)
не является свободной, см. обсуждение в Приложении Б.4.1. Далее мы опре-
деляем четыре начальных данных Fs(ωIR,s), As(ωIR,s), Bs(ωIR,s), и Cs(ωIR,s) из
уравнений (Б.3.8) и (2.10d). В частности,

Cs(ωIR,s) =
F 2
0

2ωIR,s
+

2F0F1

ω
1/2
IR,s

+ C0 или
3F 2

0

4ω
2/3
IR,s

+ C0,

и

A(ωIR,s) =
2

3

[
F 2
0 + F0F1 ω

1/2
IR,s + ωIR,sCs(ωIR,s)

]
или

2

5
F 2
0 ω

1/3
IR,s +

2

3
ωIR,sCs(ωIR,s) .

У нас остаются три неопределенных30 параметра F0, C0 и J ′
N,s(ωIR,s): напомним,

что дополнительный коэффициент F1 в уравнении (Б.3.8) связан с JE,s(0) и
фиксирован граничными условиями (2.15) или (2.43).

Но это еще не конец истории, потому что параметр C0 также не является
свободным. В Приложении Б.4.1 мы связываем его с J ′

N,s(ωIR,s) через уравне-
ния (Б.3.4), (Б.4.7) или уравнения (Б.3.4), (Б.4.12) в двух приведенных вы-
ше случаях. Как только C0 фиксирован, реальными параметрами стрельбы
являются F0 и J ′

N,s(ωIR,s). Подбирая их для удовлетворения условий спада-
ния (Б.3.1), мы получаем одно численное решение для каждого JE,s(0), D и
Jext,s(ωs).

Проверяя чувствительность результатов к ωIR,s, мы измеряем численную
точность наложения асимптотических условий (2.15) или (2.43), которая нико-
гда не превышает ∆ lnFs < 10−6.

Мы завершим этот параграф комментариями о численных решениях
при Jext,s = 0 и D = 5/2. Соответствующее уравнение для профиля (2.28) обла-

30Можно параметризовать решения перемасштабированным числом частиц Ns или ам-
плитудой источника J0 вместо J ′

N,s(ωIR,s), находя последнее из закона сохранения (2.35) и
уравнения (Б.3.4).
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дает остаточной масштабной симметрией (2.30), если наложено условие нуле-
вого потока (2.15). Мы численно наблюдали, что подстройки одного парамет-
ра стрельбы F0 в этом случае достаточно для одновременного удовлетворения
обоих условий спадания (Б.3.1). Второй свободный параметр затем нормирует
решения, например, как JN,s(0) = −1/2.

Несколько иной случай — это Jext,s = 0 в сочетании с условием (2.31) при
конечном ωIR,s. Последнее слегка нарушает остаточную симметрию (2.30), под-
тверждая, что оба параметра F0 и J ′

N,s(ωIR,s) должны быть подобраны для
удовлетворения условий спадания. Кроме того, конечное ωIR,s приводит к ма-
лому отклонению D от 5/2. Действительно, закон сохранения энергии (Б.3.7)
гласит:

(2− 5/D)Es = JE,s(ωIR,s) = ωIR,sJ ′
N,s(ωIR,s) , (Б.3.9)

где последнее равенство следует из уравнения (2.10b) и граничных усло-
вий (Б.3.6). Поэтому можно использовать J ′

N,s(ωIR,s) как параметр стрельбы
и находить D из уравнения (Б.3.9), или, лучше, фиксировать поток частиц и
удовлетворять условия спадания, подстраивая малую разницу D − 5/2.

Б.4 Асимптотики автомодельных профилей

Б.4.1 Асимптотики при ωs → 0

В параграфе 2.4 мы идентифицировали два31 нетривиальных поведения
при малых энергиях: Fs ∝ ω

−1/2
s и ω−1/3

s , которые делают интеграл столкнове-
ний явно инфракрасно сходящимся и поддерживают конечные потоки при ωs →
0. Ниже мы строим степенные разложения профилей на основе этих поведений.
Мы рассмотрим их отдельно.

Поведение Fs ∝ ω
−1/2
s при малых ωs

Естественно предположить разложение по полуцелым степеням для таких
профилей,

Fs = F0 ω
−1/2
s + F1 + F2 ω

1/2
s + F3 ωs +O(ω3/2

s ) , (Б.4.1)
31Поведения Fs ∝ ω−3/4

s и ω0
s являются особыми: они порождают логарифмические расхо-

димости и члены lnωs в интеграле столкновений, см. уравнения (2.10d). Эти несоответствия
не исчезают даже после умножения асимптотики на (lnωs)

ζ . Мы поэтому исключаем особые
поведения из рассмотрения.
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где Fi — константы. Но это представление сразу же дает lnωs в интеграле

Cs(ωs) = C0 +
F 2
0

2ωs
+

2F0F1

ω
1/2
s

−
(
F 2
1

2
+ F0F2

)
lnωs +O(ω1/2

s ) , (Б.4.2)

где C0 — постоянная интегрирования, см. уравнение (2.10d). Такие логариф-
мические члены множатся в полном интеграле рассеяния, препятствуя тому,
чтобы анзац (Б.4.1) удовлетворял уравнению для профиля, и — что важно —
приводя к расходимости потока частиц (2.10b), (2.10c) в инфракрасной области:
JN,s = −1

3W0F0 (F
2
1 + 2F0F2)ω

−1/2
s lnωs + . . . . Это оставляет только один спо-

соб удовлетворить условию конечности потока: устранить логарифмы с самого
начала, положив

F2 = − F 2
1

2F0
. (Б.4.3)

Соотношение (Б.4.3) учтено в уравнениях (2.41) и (2.45) основного текста.
Подставляя разложение (Б.4.1), (Б.4.3) в другие интегралы32 (2.10c),

(2.10d), мы приходим к потоковому потенциалу

Ws

W0
=

3

2
F 2
0F1 +

ω
1/2
s

3
(4F0C0 + F0F

2
1 )

+
ωs
12

(4F1C0 + 22F 3
1 − 45F 2

0F3) +O(ω3/2
s ) (Б.4.4)

и, следовательно, к интегралу столкновений (2.10a),

StFs =
W0

12
(4F0C0 + F0F

2
1 )ω

−3/2
s +O(ω−1/2

s ) . (Б.4.5)

Примечательно, что главный член StFs уже исчез, см. уравнение (2.23). Но
оставшиеся члены все еще доминируют над членом порядка O(ω−1/2

s ) в левой
части уравнения для профиля (2.28). Чтобы удовлетворить ему, мы налагаем
условие

C0 ≡
[
Cs(ωIR,s)−

F 2
0

2ωIR,s
− 2F0F1

ω
1/2
IR,s

]
ωIR,s→0

= −F
2
1

4
, (Б.4.6)

где первое равенство — это определение C0, следующее из уравнения (Б.4.2), а
второе — необходимо для устранения члена порядка ω−3/2

s в уравнении (Б.4.5).
32Заметим, что As ≡ 2

3
ωsCs(ωs) +

1
3

∫ ωs

0 dω′
s (ω

′
s/ωs)

1/2F 2
s (ω

′
s) включает ту же постоянную

интегрирования C0.
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Вычисляя производные от потокового потенциала (Б.4.4), мы получаем
конечные потоки при ωs = 0,

JN,s(0) ≡ ∂ωs
Ws(0) =

7

4
W0F

3
1 − 15

4
W0F

2
0F3 ,

JE,s(0) ≡ −Ws(0) = −3

2
W0F

2
0F1 ,

где использовано уравнение (Б.4.6). Эти выражения полезны в параграфе 2.5,
см. уравнения (2.41) и (2.45).

Как только уравнения (Б.4.3) и (Б.4.6) выполнены, левая и правая части
уравнения для профиля (2.28) становятся сравнимыми по степеням ωs. Решая
его почленно, можно определить F4, F5, F6 и т.д. Константы асимптотики F0, F1

и F3 являются свободными, где F1 управляет потоком энергии при ωs = 0, а F0

и F3 должны быть подобраны для удовлетворения условий спадания (Б.3.1).
Таким образом, мы имеем одно решение для каждого D, Jext,s(ωs) и JE,s(0).

Мы завершаем этот подраздел замечанием. В численном методе Прило-
жения Б.3 мы определяли C0 из главной асимптотики потока частиц,

JN,s(ωs) =
ω
−1/2
s

6
W0F0(4C0 + F 2

1 ) +O(ω0
s) , (Б.4.7)

где использованы уравнения (2.10b), (Б.4.3), (Б.4.4), а уравнение (Б.4.6) —
нет. Для конечного JN,s при ωs → 0 это определение C0 эквивалентно урав-
нению (Б.4.6).

Поведение Fs ∝ ω
−1/3
s при малых ωs

На этот раз мы начнем со степенного подсчета. Предположим, что низко-
энергетическая асимптотика профиля имеет вид

Fs(ωs) = F0 ω
−1/3
s + F1 ω

ζ
s + o(ωζs) , ζ > −1/3 .

Тогда потоковый потенциал (2.10c), (2.10d) включает степени

Ws = d0 + d1/3 ω
2/3
s + dζ ω

ζ+1/3
s + o(ωζ+1/3

s ) (Б.4.8)

с коэффициентами d0, d1/3 и dζ . Соответствующий интеграл столкнове-
ний StFs = −∂2ωs

Ws =
2
9 d1/3 ω

−4/3
s + . . . не получает вклада от главного чле-

на d0, но все еще не может быть скомпенсирован членом порядка O(ω−1/3
s ) в ле-

вой части уравнения для профиля (2.28). Следовательно, мы требуем d1/3 = 0 и
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ограничиваем подчиненные члены условиями ζ = 2/3 и ζ ≥ 4/3. Действитель-
но, ζ = 2/3 дает Ws = dζ ωs, что не влияет на интеграл столкновений (2.10a),
(2.10b). При ζ ≥ 4/3 интеграл StFs ≲ ω

−1/3
s может быть сбалансирован в урав-

нении для профиля.
Мы пришли к асимптотике вида

Fs(ωs) = F0 ω
−1/3
s + F1 ω

2/3
s +O(ω4/3

s ) , (Б.4.9)

см. уравнение (2.42) из основного текста. В отличие от предыдущего подразде-
ла, интегралы (2.10d) не содержат логарифмов, например,

Cs =
3

4
F 2
0ω

−2/3
s + C0 − 3F0F1 ω

1/3
s +O(ω4/3

s ) (Б.4.10)

с постоянной интегрирования C0. Мы получаем потоковый потенциал (2.10c),
Ws

W0
=

9

40
F 3
0 +

5

6
F0C0 ω

2/3
s − 729

220
F 2
0F1 ωs +O(ω5/3

s ) ,

где второй член порождает главную степенную асимптотику
в StFs = −∂2ωs

Ws ∝ C0F0 ω
−4/3
s . Как обсуждалось, мы устраняем ее, пола-

гая

C0 ≡
[
Cs(ωIR,s)−

3F 2
0

4ω
2/3
IR,s

]
ωIR,s→0

= 0 , (Б.4.11)

где первое равенство — это определение C0 в уравнении (Б.4.10).
Мы снова вычисляем потоки конденсации — производные (2.10b)

от Ws(ωs) при C0 = ωs = 0,

JN,s(0) = −729

220
W0F

2
0F1 , JE,s(0) = − 9

40
W0F

3
0 .

Эти выражения обсуждаются в параграфе 2.5.2 ниже уравнения (2.42). Запи-
шем также главный член потока частиц при C0 ̸= 0,

JN,s(ωs) =
5

9
W0F0C0 ω

−1/3
s +O(ω0

s) , (Б.4.12)

что полезно в Приложении Б.3.
Полагая C0 = 0 и решая уравнение для профиля почленно по ωs, мож-

но найти все коэффициенты разложения в уравнении (Б.4.9), кроме F0 и F1,
которые фиксируются условиями спадания (Б.3.1). Это дает одно решение для
каждого D и Jext,s(ωs).

Примечательно, что наши решения с ω−1/3 лишены одного свободного па-
раметра по сравнению с профилями ω−1/2 и поэтому могут рассматриваться
как тонко настроенные.
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Б.4.2 Асимптотики при ωs → ∞

Теперь мы выведем поведение при высоких энергиях для локализованных
автомодельных профилей. Мы предположим, что они убывают экспоненциаль-
но с ωs, таким образом пренебрегая F 2

s (ωs) и Cs(ωs) по сравнению с самой Fs.
С другой стороны, Bs → Ns и As → G0/(3

√
ωs) при ωs → ∞, где Ns и

G0 ≡
∞∫
0

dω′
sF

2
s (ω

′
s)
√
ω′
s

являются константами, см. уравнения (2.10d).
Интегрируя левую и правую части уравнения для профиля (2.28), (2.10a)

от ωs до бесконечности, мы находим

kNNs − kNBs(ωs) = trelJ ′
N,s(ωs) (Б.4.13)

и

J ′
N,s(ωs) ≡ JN,s(ωs) +

kβ
trel

ωsFs

=
W0G0

6ω
3/2
s

(Fs − 2ωs∂ωs
Fs) +

kβ
trel

ωsFs , (Б.4.14)

где kβ = 2/D − 1, kN = 1− 3/D и мы применили уравнения (2.10) в последнем
равенстве.

Поскольку Fs = ∂ωs
Bs, соотношения (Б.4.13), (Б.4.14) дают линейное диф-

ференциальное уравнение второго порядка для Bs(ωs). Мы решаем его при
больших ωs, используя ВКБ-анзац

Bs(ωs) = Ns −B1(ωs) e
−Ss(ωs) , (Б.4.15)

где показатель Ss ≫ 1 и префактор B1 являются степенями ωs. В главном
порядке по ωs уравнения (Б.4.13), (Б.4.14) сводятся к

trelW0G0

3
√
ωs

∂ωs
Ss(ωs) + kβωs = 0

и дают решение Ss = −6kβω
5/2
s /(5trelW0G0), где мы пренебрегли аддитивной

постоянной интегрирования. В следующем порядке мы находим уравнение
для B1(ωs),

(2D − 5)B1(ωs) = −ωs(D − 2)∂ωs
B1(ωs) ,
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с решением B1 = B0 ω
(5−2D)/(D−2)
s .

Наконец, мы подставляем Ss(ωs), B1(ωs) в уравнение (Б.4.15), извлека-
ем W0 из уравнения (2.10c), и берем производную Fs = ∂ωs

Bs. Мы приходим к
асимптотике при больших ωs (2.39) для профиля, где kβ и kN выражены через
D и мы переопределили константу нормировки как F∞ ≡ −3kβB0/(trelW0G0).
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