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Введение

Актуальность темы исследования и степень ее разработанности
Хорошо известно, что любую теорию поля можно описать с помощью ва­

риационного принципа. В общей теории относительности метрический тензор
служит динамической переменной и используется для характеристики гравита­
ционного поля. Действие, используемое в данной вариационной формулировке,
представляет из себя действие Эйнштейна-Гильберта, которое имеет второй по­
рядок по производным от метрики. Тем не менее, действие Эйнштейна-Гиль­
берта является простейшим из действий, которые могут воспроизвести урав­
нения Эйнштейна. Теоретически возможны более сложные действия, включа­
ющие производные более высокого порядка, которые бы приводили к тем же
решениям в частном случае. Например, известно, что все вакуумные решения
уравнений Эйнштейна в четырех измерениях являются также вакуумными ре­
шениями квадратичной гравитации.

Вскоре после того как Альберт Эйнштейн сформулировал общую теорию
относительности в 1915 году, а Давид Гильберт предложил элегантную процеду­
ру, с помощью которой уравнения поля Эйнштейна получаются из вариационно­
го принципа, предпринимались различные попытки расширить и обобщить эту
теорию гравитации. Так, уже в 1919 году Герман Вейль выдвинул идею выве­
сти альтернативные уравнения поля для метрики, стартуя с другого действия.
Вместо лагранжиана Эйнштейна-Гильберта общей теории относительности Г.
Вейль предложил лагранжиан, содержащий произведения двух тензоров Ри­
мана и его сверток. Такой лагранжиан является квадратичным по кривизне,
соответственно, эта теория гравитации получила название квадратичной грави­
тации.

Несмотря на то, что подобные классические теории приводят к опреде­
ленным концептуальным и физическим проблемам, они активно исследуются
по настоящее время. Так, в теории струн члены высших порядков по тензо­
ру кривизны включены в эффективное действие струны [1; 2]. Квадратичная
гравитация также играет важную роль в современных исследованиях реляти­
вистских квантовых теорий поля. Это естественное и достаточно «консерва­
тивное» расширение теории Эйнштейна. Квадратичные члены в лагранжиане
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можно понимать как поправки к общей теории относительности, которые мо­
гут играть решающую роль при достаточно высоких энергиях. Соответственно,
при поиске последовательной теории квантовой гравитации, которая могла бы
быть применима вблизи Большого взрыва или вблизи сингулярности простран­
ства-времени внутри черных дыр, важно понять роль этих поправок высших
порядков по кривизне.

Квадратичная гравитация принадлежит к классу теорий с высшими про­
изводными, проанализированными еще Остроградским [3], который доказал,
что подобные теории подчиняются теореме Остроградского о неустойчивости,
которая классифицирует все невырожденные теории с высшими производными
как неустойчивые по Ляпунову. Это серьезная проблема, потому что их гамиль­
тониан неограничен снизу, соответственно, такие нестабильные теории облада­
ют состояниями с отрицательной энергией, которые исключаются из квантовых
теорий поля. В квадратичной гравитации это проявляется в наличии массивно­
го духа. Тем не менее, важность проблемы квантовой гравитации побуждает фи­
зиков продолжать исследовать теории гравитации с высшими производными,
кроме того, в последнее время был достигнут некоторый прогресс в проблеме ду­
хов. Так, например, в публикации [2] показано, что гравитация с лагранжианом,
пропорциональным 𝑅2 не содержит духов, а К. М. Бендер и Ф. Д. Мангейм в ста­
тьях [4; 5] получили аналогичный результат для конформной гравитации. При
этом большая часть проделанной до сих пор работы была посвящена пробле­
ме духов в рамках конечномерных квантово-механических моделей, и поэтому
случай релятивистской теории поля и квадратичной гравитации, в частности,
остается важной целью будущих исследований.

Другой потенциальной проблемой квадратичной гравитации является кон­
фликт между стабильностью, понимаемой как отсутствие тахионов, и отсут­
ствием полюсов Ландау. В работах [6; 7] показано, что всякий раз при подборе
параметров для обеспечения стабильности, в теории возмущений фигурировал
полюс Ландау. Тем не менее, в решении этой проблемы также появились неко­
торые продвижения. В статье [8] было продемонстрировано, что квадратичная
гравитация, связанная с перенормируемой квантовой теорией поля, может вы­
держивать бесконечные энергии при условии, что все константы связи стремят­
ся к фиксированной ультрафиолетовой точке, а гравитационная часть стремит­
ся к конформной гравитации. Требование, связанное с фиксированной ультра­
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фиолетовой точкой, указывает на присутствие нескольких частиц за пределами
Стандартной модели, которые могли бы объяснить уже известные убедитель­
ные доказательства новой физики, такие как нейтринные осцилляции, темная
материя и т.д. [9].

Известно, что квантовые поправки, возникающие при перенормировке лю­
бой квантовой теории поля в искривленном пространстве-времени, порождают
члены, которых нет в действии Эйнштейна-Гильберта. Так, еще в работе [10]
было показано, что для устранения логарифмической расходимости в средних
значениях компонент тензора энергии-импульса набора квантованных полей ма­
терии, взаимодействующих с классическим гравитационным полем, необходимо
добавление квадратичных по тензору Римана поправок к лагранжиану. Затем
три группы теоретиков [10—20] в ходе исследования процессов квантового рож­
дения частиц скалярным полем на фонах космологической модели обнаружили,
что основную роль в них играет конформная аномалия, которая является след­
ствием процедуры перенормировки. Конформная аномалия может быть вклю­
чена в интеграл действия, где она состоит из двух частей: локальной и нело­
кальной. Локальная часть входит в гравитационный лагранжиан как набор кон­
трчленов и в однопетлевом приближении равна сумме членов, квадратичных по
тензору кривизны Римана и его сверткам.

А.А. Старобинский [21] использовал эти неизбежные поправки к действию
гравитации и заметил, что космологическое решение без сингулярности, которое
относится к типу Вселенной де Ситтера, может быть получено путем их учета.
Это привело к созданию первой модели инфляции.

Проблема неперенормируемости общей теории относительности на дан­
ный момент хорошо изучена. Так, в статье [22] было показано, что общая тео­
рия относительности без полей материи перенормируема в однопетлевом при­
ближении, но становится неперенормируемой после включения полей материи.
С. Вайнберг [23] и С. Дезер [24] предположили, что квадратичная гравитация
перенормируема, т.е. все физические величины можно сделать конечными пу­
тем переопределения параметров и перенормировки полей, а несколько лет спу­
стя К. С. Стелле [25] строго обосновал этот факт. Перенормируемость теории
крайне важна для ее квантования, поэтому это еще один аргумент в пользу
того, что исследование теорий высших производных может дать важные под­
сказки относительно квантования гравитации.
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Роль точных решений в понимании физических явлений трудно переоце­
нить. Поскольку уравнения поля любой теории гравитации сильно нелинейны,
поиск решений становится очень непростой задачей, поэтому исследование син­
гулярных распределений полей материи крайне важно, так как позволяет по­
строить дополнительные классы точных решений на основе уже известных. Как
в общей теории относительности, так и в квадратичной гравитации встречают­
ся сингулярные гиперповерхности. В данной работе сингулярная гиперповерх­
ность определяется как гиперповерхность, на которой тензор кривизны Рима­
на имеет сингулярную часть, а именно, скачок и (или) дельта-функцию. Эти
гиперповерхности являются важными идеализированными объектами, предна­
значенными для описания локальной концентрации вещества или энергии на
данной гиперповерхности, например, доменных стенок, тонких слоев материи
или гравитационных полей, распространения светоподобной материи, гравита­
ционных ударных волн, границ материя-вакуум, каустик, фазовых переходов в
вакууме и т.д. Кроме того, при обобщении уравнений для сингулярных гипер­
поверхностей на произвольные размерности они находят применение в теории
струн и супергравитации.

Для квадратичной гравитации сингулярные гиперповерхности впервые
были исследованы Дж. М. М. Сеновийей [26—31]. Полученные Дж. М. М. Се­
новийей уравнения движения существенно отличаются от уравнений Израэля,
прежде всего тем, что могут содержать не только 𝛿-функцию, но и ее производ­
ную. Таким образом, они описывают не только тонкие оболочки, возникающие
в общей теории относительности, но и принципиально новый тип сингулярных
гиперповерхностей - так называемые двойные слои. Для двойного слоя оказы­
ваются ненулевыми соответcтвующие проекции поверхностного тензора энер­
гии-импульса 𝑆𝑎𝑏: 𝑆𝑎𝑏 𝜕𝑎𝑛 𝜕𝑏𝑛, 𝑆𝑎

𝑏 𝜕𝑎𝑛 𝑒𝑏𝑗 𝛾
𝑖𝑗 на гиперповерхность 𝑛(𝑥) = 0. Они

также были обнаружены Дж. М. М. Сеновийей, который подчеркивал их зна­
чение и назвал, соответственно, «внешним давлением» и «внешним потоком».
Очевидно, они не связаны с частью поверхностного тензора энергии-импульса,
ответственной за тонкую оболочку. Тем не менее, они так или иначе получаются
из лагранжиана материи при предельном переходе от такиих типов несингуляр­
ных распределений материи, которые в пределе приводят к появлению тета и
дельта-функций.



8

В статье [32] выдвинуто предположение, что «внешнее давление» и «внеш­
ний поток» могут быть ответственны за создание полей материи двойным сло­
ем, в частности, они могут быть связаны с процессами рождения и аннигиляции
частиц на фоне специальной конфигурации гравитационного поля, созданно­
го сингулярной гиперповерхностью. Для того, чтобы пояснить их физический
смысл, в настоящей работе соответствующие компоненты поверхностного тен­
зора энергии-импульса были получены непосредственно из лагранжиана мате­
рии, а именно, из лагранжиана для идеальной жидкости с переменным числом
частиц, впервые представленного в работе [33].

Исследование процессов рождения частиц в присутсвии сильных внеш­
них полей играет важную роль как в космологии, так и в физике черных дыр.
Наиболее сложной задачей является учет обратного вляния этих процессов на
метрику, так как оно включает в себя не только влияние созданных частиц,
но и вклад от поляризации вакуума. Основная проблема при учете обратного
влияния состоит в том, что для точного решения квантовой задачи необходи­
мы граничные условия, в то время как последние могут быть наложены только
после решения уравнений поля с тензором энергии-импульса, полученым соот­
ветствующим усреднением из квантовой задачи. Для того, чтобы избежать этих
препятствий, в данной работе использована модель идеальной жидкости с пере­
менным числом частиц из [33], описывающая процесс рождения частиц феноме­
нологически на классическом уровне, но с учетом обратного влияния. Помимо
исследования поверхностного тензора энергии-импульса для данной модели, в
настоящей работе на примере вышеупомянутого действия показано, что сфери­
чески симметричные вакуумные решения типа черной дыры в общей теории
относительности, а также для некоторых случаев квадратичной гравитации, не
могут описывать так называемый «беременный вакуум» [34], т.е. состояние, в
котором возможность рождения частиц существует, но не реализуется.

Уравнения Эйнштейна на сингулярной гиперповерхности впервые были
получены В. Израэлем [35—37] для времениподобных гиперповерхностей, и за­
тем в работах [38; 39] обобщены также на светоподобные. Пространственнопо­
добные тонкие оболочки в общей теории относительности были использованы,
в частности, для феноменологического описания космологических фазовых пе­
реходов [40—42] и для описания скачкообразного перехода к фазе де Ситтера
внутри черных дыр [43; 44]. Аналог этой модели для квадратичной гравитации
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исследован в настоящей работе, а именно, пространственноподобный двойной
слой, характеризующий фазовый перехода к де Ситтеру под горизонтом чер­
ной дыры Шварцшильда. При этом показано, что в случае квадратичной гра­
витации невозможна сшивка этих метрик с помощью тонкой оболочки в силу
условий Лихнеровича.

Как отмечено выше, уравнения движения сингулярной гиперповерхности
в квадратичной гравитации впервые появились в наиболее общем виде в статьях
Дж. М. М. Сеновийи, при этом отдельные частые случаи были исследованы
раньше или параллельно с вышеупомянутыми работами Дж. М. М. Сеновийи.
Так тонкие оболочки в квадратичной гравитации были изучены еще в статье
Х.Х. фон Боржешковского и В.П. Фролова [45], а сингулярные гиперповерхно­
сти для гравитации Гаусса-Бонне - в работах [46; 47] .

В статье [32] было показано, что уравнения движения времениподобной
и пространственноподобной сингулярной гиперповехности в квадратичной гра­
витации можно вывести, используя только принцип наименьшего действия.
Основным преимуществом такого метода является отсутствие производной
𝛿-функции в явном виде в ходе вычислений. Данная диссертация обобщает ре­
зультаты, представленные в публикации [32], на произвольные гиперповерхно­
сти, включая светоподобные, а также здесь разобран частный случай сфериче­
ской симметрии для всех типов гиперповерхностей.

Одно из сочетаний коэффициентов квадратичных членов в лагранжиане
квадратичной гравитации крайне примечательно. Это случай конформной гра­
витации, когда квадратичная часть гравитационного лагранжиана сводится к
квадрату тензора Вейля, который является бесследовой частью тензора кри­
визны. Тензор Вейля инвариантен относительно локального конформного пре­
образования, при котором весь метрический тензор умножается на некоторую
функцию, называемую конформным фактором. Тензор Баха [48], появляюший­
ся в гравитационных уравнений движения, при локальном конформном преоб­
разовании умножается на степень конформного фактора, зависящую от размер­
ности. Приведенное выше соображение особенно важно в случае сферической
симметрии, поскольку позволяет использовать радиус сферы в качестве кон­
формного фактора. Определенные классы решений сферически-симметричной
конформной гравитации были получены в статье [49]. В данной диссертации
использованы вакуумные решения и решения типа Вайдья из вышеупомянутой
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работы для исследования времениподобных и пространственноподобных тон­
ких оболочек и двойных слоев в сферически-симметричной конформной грави­
тации [50] .

Целью данной работы является изучение сингулярных гиперповерхно­
стей произвольного типа в квадратичной гравитации, сравнении их с аналога­
ми в общей теории относительности и нахождении физической интерпретации
принципиальных отличий.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие
задачи:

1. Вывести уравнения движения для сингулярных гиперповерхностей про­
извольного типа в квадратичной гравитации, основываясь на принципе
наименьшего действия.

2. Изучить особенности полученных уравнений, возможные модификации
условий Лихнеровича и критерии существования двойного слоя отдель­
но для времениподобных, пространственноподобных и светоподобных
гиперповерхностей, а также для частного случая сферической симет­
рии.

3. Исследовать сшивки сферически-симметричных решений конформной
гравитации, в частности, вакуумных решений и решений типа Вайдья,
для всех возможных видов сингулярных гиперповерхностей.

4. Получить поверхностный тензор энергии импульса непосредственно из
лагранжиана материи, а именно, лагранжиана идеальной жидкости с
переменным числом частиц.

5. Рассмотреть различные варианты закона рождения частиц, включен­
ного в лагранжиан, в частности, в отсутсвии внешних полей и при на­
личии скалярного поля, а также его влияние на «внешнее давление» и
«внешний поток».

Основные положения, выносимые на защиту
1. Получены уравнения движения для сингулярной гиперповерхности

произвольного типа в квадратичной гравитации и их ограничение на
светоподобный и сферически-симметричный случаи.

2. Найдены критерии существования двойного слоя и возможные моди­
фикации условий Лихнеровича.
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3. Доказано отсутствие светоподобного двойного слоя в сферически-сим­
метричном случае при выполнении условий Лихнеровича.

4. Проведен сравнительный анализ сингулярных гиперповерхностей, опи­
сывающих сшивки сферически-симметричных решений конформной
гравитации для времениподобного, пространственноподобного и свето­
подобного случаев и их аналогов в общей теории относительности.

5. Найдена физическая интерпретация для «внешнего давления» и «внеш­
него потока» на примере лагранжиана идеальной жидкости с перемен­
ным числом частиц.

Научная новизна
1. Впервые уравнения движения сингулярной гиперповерхности в квад­

ратичной гравитации получены в форме, которая применима к произ­
вольному типу гиперповерхностей, включая светоподобные, с помощью
принципа наименьшего действия.

2. С помощью оригинального подхода для всех типов гиперповерхностей
найдены критерии, которые определяют, является гиперповерхность
двойным слоем или сводится к тонкой оболочке.

3. Для светоподобных гиперповерхностей впервые показано отсутствие
«внешнего давления», а также выявлены требования, при которых
снимаются ограничения, заданные условиями Лихнеровича. Продемон­
стрирована невозможность существования сферически-симметричного
светоподобного двойного слоя в случае выполнения условий Лихнеро­
вича.

4. В отличие от предшествующих работ по этой теме для сферически­
симметричных сингулярных гиперповерхностей произвольного типа в
квадратичной гравитации показано, что систему уравнений движения,
наряду с условиями Лихнеровича, можно записать с помощью инвари­
антов сферической геометрии, а именно, радиуса, двумерной скалярной
кривизны ̃︀𝑅 и двумерного лапласиана от радиуса ̃︀�𝑟. В этом случае
критерием того, что сингулярная гиперповерхность представляет из се­
бя тонкую оболочку, является непрерывность ̃︀𝑅 и ̃︀�𝑟.

5. Исследованы сферически-симметричные сингулярные гиперповерхно­
сти всех типов, разделяющие два решения сферически-симметричной
конформной гравитации, не рассматриваемые ранее в литературе по
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данной теме, а именно, использованы различные вакуумы и решения
типа Вайдья. С помощью сшивок соответствующих решений изучены
аналоги для конформной гравитации таких физических моделей, как
«горение вакуума», фазовый переход, коллапс сферически-симметрич­
ной тонкой оболочки.

6. До настоящего времени не была явно продемонстрирована физическая
интерпретация «внешнего давления» и «внешнего потока». В диссер­
тации на примере действия идеальной жидкости с переменным чис­
лом частиц показано, что «внешнее давление» присутствует даже в
модели с постоянным числом частиц и ответственно за поверхностное
давление и поверхностную плотность энергии для времениподобной и
пространственноподобной гиперповерхностей соответственно. В то же
время «внешний поток» ассоциирован со слагаемым в лагранжиане ма­
терии, ответственным за рождение частиц.

7. Феноменологическое описание рождения частиц впервые применяется
к сингулярным гиперповерхностям в квадратичной гравитации в дан­
ной работе. В частности, показано, что при введении внешнего скаляр­
ного поля в закон рождения, процесс рождения может происходить
непосредственно на сингулярной гиперповерхности, несмотря на то, что
само скалярное поле напрямую не вносит вклад в поверхностный тен­
зор энергии-импульса.

Научная и практическая значимость
Изучение сингулярных распределений материи крайне важно, так как поз­

воляет построить дополнительный класс точных решений на основе метрик, ко­
торые являются известными решениями уравнений движения в объеме для со­
ответствующей теории гравитации. Кроме того, сингулярные гиперповерхности
применяются при описании широкого класса моделей, характеризующих кон­
центрацию материи или энергии на определенной гиперповерхности, таких как
доменные стенки, браны, границы фазовых переходов, гравитационные удар­
ные волны и прочие.

Квадратичная гравитация, в свою очередь, используется при описании ин­
фляции и для учета квантовых эффектов в однопетлевом приближении. Таким
образом, полученные в данной работе уравнения движения сингулярной гипер­
поверхности в квадратичной гравитации и их частные случаи для сферической
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симметрии и конформной гравитации объединяют в себе значимость обеих вы­
шеупомянутых тем. Более того, практическую ценность имеет предложенная
в диссертации методика вывода уравнений движения для сингулярной гипер­
поверхности произвольного типа, включая светоподобные, так как ее можно
применить к произвольной теории гравитации.

Методы исследования
При подготовке диссертации были использованы методы дифференциаль­

ной геометрии, уравнений в частных производных и вариационного исчисления.
Апробация работы
Основные результаты диссертации прошли апробацию на следующих на­

учных конференциях и семинарах:
1. XXVIII Международная конференция студентов, аспирантов и моло­

дых учёных «Ломоносов». «Светоподобные сингулярные гиперповерх­
ности в квадратичной гравитации» (Москва, 12-23 апреля 2021 г.)

2. ХХII Международная научная конференция Физические интерпрета­
ции теории относительности - 2021. «Светоподобные тонкие оболочки
и двойные слои в квадратичной гравитации» (Москва, 05-09 июля 2021
г.)

3. Symmetry 2021 - The 3rd International Conference on Symmetry. “Lightlike
singular hypersurfaces in quadratic gravity” (онлайн, 8-13 августа 2021 г.)

4. XXIX Международная конференция студентов, аспирантов и молодых
учёных «Ломоносов». «Сферически-симметричные сингулярные гипер­
поверхности в конформной гравитации» (Москва, 11-22 апреля 2022 г.)

5. The International Conference on Quantum Field Theory, High-Energy
Physics, and Cosmology. “Spherically symmetric black holes and physical
vacuum” (Дубна, 18-21 июля 2022 г.)

6. The VII International Conference “Models in Quantum Field Theory”
(MQFT-2022). “Phenomenological description of particle production:
Riemannian geometry + scalar field” (Санкт-Петербург, 10-14 октября
2022 г.)

7. Семинар кафедры теоретической физики МФТИ. «Сингулярные гипер­
поверхности в квадратичной гравитации» (Долгопрудный, 2 декабря
2022 г.)
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8. Семинар отдела математической физики МИАН. «Сингулярные гипер­
поверхности в квадратичной гравитации» ( Москва, 1 июня 2023 г.)

9. Семинар по гравитации и космологии им. А.Л. Зельманова ГАИШ
МГУ. «Сингулярные гиперповерхности в квадратичной гравитации» (
Москва, 8 ноября 2023 г.)

Личный вклад
Все представленные в диссертации результаты получены лично автором,

при этом постановка большинства задач была выполнена научным руководите­
лем.

Достоверность результатов
Основные статьи по теме диссертации были опубликованы в признанных

международных изданиях, пройдя процедуру рецензирования. Достоверность
результатов диссертаци подтверждается корректным применением выбранного
математического аппарата, а также их соответствием результатам, полученным
в работах других исследователей.

Публикации
Основные результаты по теме диссертации изложены в 5 печатных изда­

ниях [50—54], в журналах, рекомендованных ВАК.
Объем и структура работы
Диссертация состоит из введения, четырёх глав, заключения и двух прило­

жений. Полный объём диссертации составляет 157 страниц. Список литературы
содержит 91 наименование.
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Глава 1. Полевые уравнения для пространства-времени с
сингулярной гиперповерхностью

1.1 Условия Лихнеровича в квадратичной гравитации

Добавление членов высшего порядка по кривизне является естественным
обобщением теории гравитации Эйнштейна. В первом приближении эти поправ­
ки дают квадратичные члены, соответственно, действие квадратичной гравита­
ции в общем случае можно представить в виде:

𝑆𝑞 = − 1

16𝜋

∫︁
Ω

√
−𝑔𝐿𝑞 𝑑

4𝑥 =

= − 1

16𝜋

∫︁
Ω

√
−𝑔
(︀
𝛼1𝑅𝑎𝑏𝑐𝑑𝑅

𝑎𝑏𝑐𝑑 + 𝛼2𝑅𝑎𝑏𝑅
𝑎𝑏 + 𝛼3𝑅

2 + 𝛼4𝑅 + 𝛼5Λ
)︀
𝑑4𝑥, (1.1)

где 𝑔 - детерминант метрики, комопненты которой в данном случае выступают в
качестве динамических переменных, 𝛼𝑖 - произвольные константы, 𝑅𝑎

𝑏𝑐𝑑 - тензор
Римана:

𝑅𝑎
𝑏𝑐𝑑 = 𝜕𝑐Γ

𝑎
𝑏𝑑 − 𝜕𝑑Γ

𝑎
𝑏𝑐 + Γ𝑎

𝑐𝑒Γ
𝑒
𝑏𝑑 − Γ𝑎

𝑑𝑒Γ
𝑒
𝑏𝑐 , (1.2)

𝑅𝑎𝑏 = 𝑅𝑐
𝑎𝑐𝑏, 𝑅 = 𝑅𝑎

𝑎 - тензор Риччи и скалярная кривизна, соответственно, Γ𝑎
𝑏𝑐

- компоненты связности.
В данной работе используется сигнатура (+, − , − ,−) и геометрические

единицы, в которых 𝑐 = 𝐺 = 1. Кроме того, рассматриваются исключитель­
но псевдоримановы многообразия с нулевыми кручением и неметричностью:
O𝑎𝑔𝑏𝑐 = 0, Γ𝑎

𝑏𝑐 − Γ𝑎
𝑐𝑏 = 0, то есть, выбранная связность совпадает со связно­

стью Леви-Чивиты: Γ𝑎
𝑏𝑐 =

1
2 𝑔

𝑎𝑑 (𝜕𝑏𝑔𝑐𝑑 + 𝜕𝑐𝑔𝑏𝑑 − 𝜕𝑑𝑔𝑏𝑐) .
Для определенных задач квадратичную часть лагранжиана удобно пред­

ставить в виде суммы квадрата тензора Вейля, слагаемого Гаусса-Бонне и квад­
рата скалярной кривизны:

𝐿𝑞 =
1

2
(4𝛼1 + 𝛼2)𝐶

2 − 1

2
(2𝛼1 + 𝛼2)𝐺𝐵+

+
1

3
(3𝛼3 + 𝛼1 + 𝛼2)𝑅

2 + 𝛼4𝑅 + 𝛼5Λ , (1.3)
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здесь использованы обозначения:

𝐶2 = 𝐶𝑎𝑏𝑐𝑑𝐶
𝑎𝑏𝑐𝑑 = 𝑅𝑎𝑏𝑐𝑑𝑅

𝑎𝑏𝑐𝑑 − 2𝑅𝑎𝑏𝑅
𝑎𝑏 +

1

3
𝑅2, (1.4)

𝐺𝐵 = 𝑅𝑎𝑏𝑐𝑑𝑅
𝑎𝑏𝑐𝑑 − 4𝑅𝑎𝑏𝑅

𝑎𝑏 +𝑅2. (1.5)

Тензор Вейля определяется следующим образом:

𝐶𝑎𝑏𝑐𝑑 = 𝑅𝑎𝑏𝑐𝑑 +
1

2
(𝑅𝑎𝑑 𝑔𝑏𝑐 +𝑅𝑏𝑐 𝑔𝑎𝑑 −𝑅𝑎𝑐 𝑔𝑏𝑑 −𝑅𝑏𝑑 𝑔𝑎𝑐)+

+
1

6
𝑅 (𝑔𝑎𝑐 𝑔𝑏𝑑 − 𝑔𝑎𝑑 𝑔𝑏𝑐) . (1.6)

Рассмотрим четырехмерное пространство-время Ω, разделенное на две об­
ласти - Ω+ и Ω− - с различной геометрией сингулярной гиперповерхностью Σ0.
Сингулярной гиперповерхностью будем называть гиперповерхность, на которой
тензор кривизны Римана имеет сингулярную составляющую. В данной работе
рассматриваются случаи, когда тензор Римана содержит слагаемые, пропорци­
ональные 𝜃-функции или 𝛿-функции.

Существует два подхода к определению пространства-времени с сингуляр­
ной гиперповерхностью произвольного типа: “Сut-and-paste” формализм, разра­
ботанный Р. Пенроузом [55], и теория сшивки Ж. Дармуа [56], которая исполь­
зуется в данной работе.

Пусть (Ω±,𝑔±) - два ориентируемых пседворимановых 4-мерных многооб­
разия класса 𝐶5, то есть 𝑔± ∈ 𝐶4, (Σ,𝛾) - 3-мерное ориентируемое многообразие
класса 𝐶4, и заданы вложения Σ в Ω± - Φ± : Σ → Ω±, Φ±(Σ) = Σ±, Φ± ∈ 𝐶4,
такие, что Σ± ∈ 𝜕Ω±. При этом локально гиперповерхности Φ±(Σ) также могут
быть заданы уравнениями 𝑛±(𝑥±) = 0, где 𝑛± : Ω± → R. Вложения Φ± опре­
деляют индуцированную метрику на Σ±: 𝛾± = Φ±*(𝑔±), а также отображения
между касательными пространствами:

𝑑Φ±|𝑝 : 𝑇𝑝Σ → 𝑇Φ±(𝑝)Σ
±, 𝑝 ∈ Σ,

𝑑Φ±|𝑝
(︂

𝜕

𝜕𝑦𝑖
|𝑝
)︂

=
𝜕Φ±𝑎

𝜕𝑦𝑖
𝜕

𝜕𝑥±𝑎
|Φ±(𝑝) ≡ 𝑒±𝑎

𝑖

𝜕

𝜕𝑥±𝑎
|Φ±(𝑝) ≡ �⃗�±𝑖 |Φ±(𝑝),

где { 𝜕
𝜕𝑦𝑖 |𝑝} - базис 𝑇𝑝Σ, {�⃗�±𝑖 |Φ±(𝑝)} - базис 𝑇Φ±(𝑝)Σ

±, 𝑖 = 1,..,3, 𝑎 = 0,..,3 .
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Отображение Φ := Φ+ ∘ (Φ−)−1 обеспечивает отождествление между точ­
ками Σ+ and Σ− и, следовательно, между касательными пространствами 𝑇𝑞Σ

−

и 𝑇Φ(𝑞)Σ
+, где 𝑞 ∈ Σ−, Φ(𝑞) ∈ Σ+. Идентификация полных касательных про­

странств 𝑇𝑞Ω
− и 𝑇Φ(𝑞)Ω

+ осуществляется через отождествление векторов 𝜉−|𝑞 и
𝜉+|Φ(𝑞) (riggings), где 𝜉± - векторные поля, заданные на Σ± и всюду трансвер­
сальные Σ±, то есть наборы векторов{𝜉−|𝑞,�⃗�−𝑖 |𝑞} и {𝜉+|Φ(𝑞),�⃗�+𝑖 |Φ(𝑞)} составляют
базисы на 𝑇𝑞Ω

− и 𝑇Φ(𝑞)Ω
+, соответственно [57; 58]. Для времениподобных и

пространственноподобных гиперповерхностей Σ± 𝜉± - нормальные векторные
поля к гиперповерхности. Так как существует некоторая свобода при выборе
𝜉±, то можно также согласовать ориентацию вышеупомянутых базисов. Полу­
ченный таким образом, то есть, после отождествления Σ± и соответсвующих
касательных расслоений, объект Ω представляет из себя пространство-время с
сингулярной гиперповерхностью Σ0 ≡ Σ+ = Φ(Σ−).

Как будет показано далее, для того, чтобы лагранжиан гравитации был
корректно определен на Ω, как для общей теории относительности, так и для
квадратичной гравитации, необходимо, чтобы метрика на Σ0 была непрерыв­
ной:

< �⃗�−𝑖 ,�⃗�
−
𝑗 >𝑔−=< �⃗�+𝑖 ,�⃗�

+
𝑗 >𝑔+= 𝛾𝑖𝑗 , < �⃗�−𝑖 ,𝜉

− >𝑔−=< �⃗�+𝑖 ,𝜉
+ >𝑔+,

< 𝜉−,𝜉− >𝑔−=< 𝜉+,𝜉+ >𝑔+,

где скобки <>𝑔 обозначают скалярное произведение. Если выполняются данные
условия, то существует 𝐶1 атлас на всем Ω. Это означает, что существуют коор­
динаты, непрерывные в окрестности гиперповерхности Σ0, в которых метрика
во всем Ω непрерывна на Σ0. Производные метрики при этом могут испытывать
скачок, так в общем случае: 𝐾+

𝑖𝑗 = −𝑒+𝑎
𝑖 𝑒+𝑏

𝑗 O
+
𝑎 𝜉

+
𝑏 ̸= 𝐾−

𝑖𝑗 .
Покажем, что координаты {𝑥𝑎}, которые удовлетворяют данным требо­

ваниям, всегда можно построить, если рассматриваемая гиперповерхность не
меняет тип, то есть, индуцированная метрика Σ0 не меняет сигнатуры. Случай
времениподобных и пространственноподобных гиперповерхностей разобран в
работе [42]. Рассмотрим основные моменты доказательства, представленного в
данной статье, а также обобщим его на светоподобные гиперповерхности.

Есть две произвольные системы координат {𝑥±𝑎} в областях Ω±. Поверх­
ность Σ0 задана в Ω± уравнениями:

𝐹±(𝑥±𝑎) = 0, (1.7)
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или с помощью параметрических соотношений:

𝑥±𝑎 = 𝑥±𝑎(𝑦±𝑖),

где
{︀
𝑦±𝑖
}︀

- произвольные внутренние координаты на гиперповерхности Σ0.
Временно опустим обозначение ±, предполагая, что описанные далее дей­

ствия и определения выполняются для обеих областей Ω±.
Определим нормаль к гиперповерхности Σ0 следующим образом:

𝑁𝑎 =
𝜕

𝜕𝑥𝑎
𝑛(𝑥), (1.8)

где функция 𝑛(𝑥) равна:

𝑛(𝑥) = 𝐹±(𝑥±)

(︂
|𝑔±𝑎𝑏 𝜕

𝜕𝑥±𝑎
𝐹 (𝑥±)

𝜕

𝜕𝑥±𝑏
𝐹 (𝑥±)|

)︂− 1
2

, (1.9)

для времениподобной или пространственноподобной гиперповерхности, в то вре­
мя как для светоподобной гиперповерхности:

𝑛±(𝑥±) = 𝐹±(𝑥±). (1.10)

Такое определение вектора нормали необходимо для выполнения условия
нормировки:

𝑁𝑎𝑁
𝑎 = 𝜀, (1.11)

где 𝜀 = −1 для времениподобной гиперповерхности, 1 - для пространственно­
подобной и 0 для светоподобной.

При описании геометрии гиперповерхностей важными характеристиками
являются первая и вторая квадратичные формы гиперповерхности, они же ин­
дуцированная метрика 𝛾𝑖𝑗 и внешняя кривизна 𝐾𝑖𝑗:

𝛾𝑖𝑗 = 𝑔𝑎𝑏 𝑒
𝑎
𝑖 𝑒

𝑏
𝑗, 𝐾𝑖𝑗 = −O𝑎𝑁𝑏 𝑒

𝑎
𝑖 𝑒

𝑏
𝑗 = − ($𝑁𝑔𝑎𝑏) 𝑒

𝑎
𝑖 𝑒

𝑏
𝑗, 𝑖,𝑗 = 1,..,3, (1.12)

где 𝑒𝑎𝑖 =
𝜕𝑥𝑎

𝜕𝑦𝑖 , $𝑁 обозначает производную Ли тензорного поля 𝑔𝑎𝑏 по направле­
нию векторного поля 𝑁𝑎.

Перейдем в областях Ω± к координатам
{︀
𝑛,𝑦±𝑖

}︀
, в которых уравнение по­

верхности Σ0 выглядит как: 𝑛± = 0. Поскольку у нас есть четыре произвольных
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функции преобразования координат в каждой области, для времениподобной
или пространственноподобной гиперповерхности мы можем привести метрику
к виду:

𝑑𝑠2 = 𝜀𝑑𝑛±2 + 𝛾±
𝑖𝑗 𝑑𝑦

±𝑖𝑑𝑦±𝑗, (1.13)

несложно проверить, что 𝛾±
𝑖𝑗 действительно соответствует введенной выше ин­

дуцированной метрике на Σ0 в Ω± для данного случая. Координаты, в которых
метрика в окрестности времениподобной (пространственноподобной) гиперпо­
верхности имеет соответствующий вид называются нормальными гауссовыми
координатами.

В случае светоподобной гиперповерхности можно воспользоваться тем
фактом, что в специальных координатах

{︀
𝑛,𝜆,𝜃𝐴

}︀
обратная метрика непосред­

ственно на Σ0 выглядит как:

𝑔±𝑛𝜆 = 1, 𝑔±𝑛𝑛 = 0, 𝑔±𝑛𝐴 = 0, 𝑔±𝜆𝜆 = 2𝑙±𝜆,

𝑔±𝜆𝐴 = 𝑙±𝐴, 𝑔±𝐴𝐵 = 𝜎±𝐴𝐵, 𝐴,𝐵 = 2,3. (1.14)

Здесь
{︀
𝑦±𝑖
}︀
=
{︀
𝜆±,𝜃±𝐴

}︀
- внутренние координаты на Σ0. Подробности приведе­

ния метрики к виду (1.14) для светоподобной гиперповерхности будут изложены
ниже.

Условием непрерывного согласования частей метрики 𝑔±𝑎𝑏(𝑛
±,𝑦±) на рас­

сматриваемой времениподобной (пространственноподобной) гиперповерхности
является существование замены координат 𝑦+ = 𝑦+(𝑦−), такой, что:

𝛾+
𝑖𝑗(0, 𝑦

+) = 𝛾−
𝑙𝑘(0, 𝑦

−)
𝜕𝑦−𝑘

𝜕𝑦+𝑖

𝜕𝑦−𝑙

𝜕𝑦+𝑗
. (1.15)

Такую замену всегда можно построить, если в каждой точке 𝑝 ∈ Σ0 по обе сторо­
ны от гиперповерхности привести индуцированную метрику 𝛾𝑖𝑗 к нормальному
виду. Затем общую для окрестностей Σ0 в Ω± координату 𝑛 всегда можно скон­
струировать, непрерывно соединяя 𝑛±, так как 𝑛+ = 𝑛− = 0 на гиперповерх­
ности, а в качестве оставшихся координат выбрать

{︀
𝑦+𝑖
}︀

или
{︀
𝑦−𝑖
}︀
. Таким об­

разом, получим систему координат {𝑥𝑎} =
{︀
𝑛,𝑦𝑖

}︀
, непрерывную в окрестности

рассматриваемой гиперповерхности, в которой также непрерывны компоненты
метрики непосредственно на Σ0 .
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Для светоподобной гиперповерхности можно записать аналогичные (1.15)
уравнения для обратной метрики:

𝑔+𝑖𝑗(0, 𝑦+) = 𝑔−𝑘𝑙(0, 𝑦−)
𝜕𝑦+𝑖

𝜕𝑦−𝑙

𝜕𝑦+𝑗

𝜕𝑦−𝑘
, (1.16)

соответственно, построение искомой системы координат все также возможно, ес­
ли матрицы 𝑔±𝑖𝑗 являются невырожденными. Невырожденнность соответству­
ющих матриц всегда можно обеспечить за счет того, что вспомогательный све­
топодобный вектор 𝑙𝑎 определен неоднозначно, а именно, как показано в [59],
этот вектор сохраняет требуемые свойства при сдвиге:

𝑙𝑎 → ̃︀𝑙𝑎 = 𝑙𝑎 + 𝑐𝑁𝑎 + 𝑐𝐴 𝑒𝑎𝐴 ,

где 𝑐 = 1
2 𝑐𝐴 𝑐𝐴, 𝑐𝐴 - произвольный двумерный вектор.

Существование координат, непрерывных в окрестности гиперповерхности,
в которых метрика непрерывна на Σ0 означает, что Ω, несмотря на присутствие
сингулярной гиперповерхности, является гладким многообразием.

В новой системе коориднат уравнение гиперповерхности можно перепи­
сать в виде: 𝑛 = 0, причем будем считать, что область Ω− соответсвует отрица­
тельным 𝑛, а Ω+ - положительным. В этом случае внешняя нормаль к Σ0, то
есть, нормаль, направленная от Ω− к Ω+, определяется следующим образом:

𝑁𝑎 = 𝜖𝜕𝑎𝑛 , (1.17)

где 𝜖 = 𝜀 для времениподобных и пространственноподобных гиперповерхностей
и 𝜖 = 1 - для светоподобных. Подобное определение далее будет необходимо для
применения теоремы Стокса и продиктовано условием: 𝑁𝑎𝜕𝑎𝑛 ≥ 0 .

При переходе от произвольных координат в Ω± к {𝑛,𝑦𝑖} выполняются со­
отношения: 𝑔𝑛𝑛 = 𝑔±𝑎𝑏 𝑑𝑛±

𝑑𝑥±𝑎
𝑑𝑛±

𝑑𝑥±𝑏 = 𝑁±𝑎𝑁±𝑎, т.е., 𝑔𝑛𝑛|Σ0
= 𝜀 для времениподобной

или пространственноподобной гиперповерхностей, 𝑔𝑛𝑛|Σ0
= 0 - для светоподоб­

ной.
Прежде, чем воспользоваться координатами {𝑛,𝑦𝑖}, необходимо описать

действие гравитации для рассматриваемой проблемы и его вариацию в произ­
вольных координатах, непрерывных в окрестности Σ0, и уже после нахождения
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соответствующих уравнений поля переходить к той или иной специальной си­
стеме координат.

Для применения теоремы Стокса к гиперповерхности произвольного типа
покажем, что направленный элемент поверхности 𝑑𝑆𝑐 для трехмерной гиперпо­
верхности Σ0 произвольного типа, заданной уравнением 𝐹 (𝑥) = 0 в произволь­
ных координатах {𝑥𝑎}, на гладком четырехмерном многообразии Ω в координа­
тах {𝑛,𝑦𝑖} равен:

𝑑𝑆𝑐 = 𝜖𝑁𝑐

√︀
|ℎ|𝑑3𝑦,

где 𝑛(𝑥) - функция заданная соотношениями (1.9) и (1.10) для временипо­
добной(пространственноподобной) и светоподобной гиперповерхности соответ­
ственно, 𝑁𝑐 - внешняя нормаль, определенная (1.17), {𝑦𝑖}, 𝑖 = 1,2,3 - произволь­
ные внутренние координаты на Σ0, ℎ(𝑦𝑖) = 𝑔(0,𝑦𝑖) - ограничение детерминанта
четырехмерной метрики на Σ0.

По определению: 𝑑𝑆𝑐 = 𝜀𝑐𝑎𝑏𝑑 𝑒
𝑎
1 𝑒

𝑏
2 𝑒

𝑑
3 𝑑

3𝑦, где 𝜀𝑐𝑎𝑏𝑑 - символ Леви-Чивиты,
𝑒𝑎𝑖 =

𝑑𝑥𝑎

𝑑𝑦𝑖 . На знак 𝜀𝑐𝑎𝑏𝑑 влияет порядок нумерации координат 𝑦𝑖, который в об­
щем случае произвольный, поэтому необходимо уточнить, что нумерация внут­
ренних координат гиперповерхности выбирается таким образом, чтобы выпол­
нялось соотношение:

𝑁 𝑐 𝑑𝑆𝑐 ≥ 0 ,

также для определенности зафиксируем, что именно нулевая координата соот­
ветствует функции 𝑛(𝑥).

В силу антисимметричности символа Леви-Чевиты:

𝑒𝑐𝑖 𝜀𝑐𝑎𝑏𝑑 𝑒
𝑎
1 𝑒

𝑏
2 𝑒

𝑑
3 = 0,

это означает, что величина 𝜀𝑐𝑎𝑏𝑑 𝑒
𝑎
1 𝑒

𝑏
2 𝑒

𝑑
3 пропорциональна 𝑁𝑐. Коэффициент на­

ходится непосредственным вычислением этой формы в координатах {𝑛,𝑦𝑖}:

𝜀𝑐𝑎𝑏𝑑 𝑒
𝑎
1 𝑒

𝑏
2 𝑒

𝑑
3 = 𝜀𝑐𝑎𝑏𝑑 𝛿

𝑎
1 𝛿

𝑏
2 𝛿

𝑑
3 = 𝜀𝑐123 =

√︀
|𝑔(0,𝑦)| 𝛿0𝑐 = 𝜖

√︀
|ℎ|𝑁𝑐.

Отметим, что для времениподобной и пространственноподобной гиперпо­
верхностей функция ℎ(𝑦) совпадает с детерминантом индуцированной метрики
𝛾𝑖𝑗, определенной соотношениями (1.12), но для светоподобной гиперповерхно­
сти детерминант 𝛾𝑖𝑗 равен нулю.
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Для всех физических моделей, которые рассматриваются в данной работе,
тензор энергии-импульса полей материи имеет следующую структуру:

𝑇 𝑎𝑏 = 𝑆𝑎𝑏 𝛿(𝑛(𝑥))+𝑇+𝑎𝑏 𝜃(𝑛(𝑥))+𝑇−𝑎𝑏 𝜃(−𝑛(𝑥)) = 𝑆𝑎𝑏 𝛿(𝑛(𝑥))+𝑇 𝑎𝑏(±), (1.18)

где 𝑆𝑎𝑏 - поверхностный тензор энергии-импульса, 𝑇±𝑎𝑏 - значения компо­
нент тензора энергии-импульса, записанных в областях Ω±, 𝛿(𝑛(𝑥)), 𝜃(−𝑛(𝑥)) -
дельта- и тета-функции, соответственно. Эти обобщенные функции на многооб­
разии Ω определяются как линейные функционалы из пространства пробных
функций 𝒟(Ω) в R, которые действуют на произвольную пробную функцию 𝑌

следующим образом:

< 𝜃,𝑌 >≡
∫︁
Ω+

𝑌
√︀
|𝑔| 𝑑4𝑥, < 𝛿,𝑌 >≡

∫︁
Σ0

𝑌
√︀

|𝛾| 𝑑3𝑦,

при этом 𝒟(Ω) - множество 𝐶∞ скалярных функций с компактным носителем
на многообразии Ω. Кроме того, будем считать, что 𝑇 𝑎𝑏 не содержит других
сингулярных членов, в частности, производных 𝛿-функции.

В отличие от общей теории относительности, компоненты поверхностного
тензора энергии-импульса 𝑆𝑛𝑛 и 𝑆𝑛𝑖 для квадратичной гравитации в общем
случае не равны нулю. Этот факт впервые был отмечен в работах Дж. М.
М. Сеновийи [26—31], где 𝑆𝑛𝑛 и 𝑆𝑛𝑖 определяются как «внешнее давление» и
«внешний поток», соответственно.

В общей теории относительности уравнения поля имеют второй порядок
по производным метрического тензора. Появление 𝛿-функции в 𝑇 𝑎𝑏 приводит
к ее появлению в тензоре Римана, тогда [Γ𝑎

𝑏𝑐] ̸= 0, в таком случае Σ0 называ­
ется тонкой оболочкой. Соответствующие условия согласования, связывающие
эти скачки с тензором 𝑆𝑎𝑏, впервые были получены В. Израэлем. Если в 𝑇 𝑎𝑏

присутствует только скачок, то соответствующий скачок кривизны описывает
ударную гравитационную волну, сопровождаемую ударной волной в веществе.

В квадратичной гравитации уравнения поля имеют четвертый порядок
по производным метрического тензора. Если определенные компоненты тензо­
ра кривизны непрерывны на Σ0, тогда ее вторая производная может содержать
не более чем 𝛿-функцию, которой соответвтвует 𝛿-функция в 𝑇𝑎𝑏, тогда Σ0 -
тонкая оболочка. Если же эти компоненты тензора кривизны испытывают ска­
чок на Σ0, их вторая производная содержит 𝛿′-функцию, тогда Σ0 - двойной
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слой. Скачок кривизны, описывающий гравитационную ударную волну, может
сопровождаться или не сопровождаться ударной волной в распределении веще­
ства, т.е. в квадратичной гравитации может существовать чисто гравитацион­
ная ударная волна.

Термин двойной слой происходит из электростатики. В классическом элек­
тромагнетизме поверхностное распределение заряда создает электрическое по­
ле, у которого компонента, нормальная к поверхности, содержит скачок, а двух­
слойное (или дипольное) распределение зарядов, которое может быть смодели­
ровано двумя противоположно заряженными очень тонкими пластинами беско­
нечного размера, предполагает скачок уже в электростатическом потенциале.
Математически первое может быть надлежащим образом описано с помощью
дельта-функции Дирака в плотности заряда, поддерживаемой на поверхности,
и имеет аналог в гравитации в виде тонких оболочек, которые возникают как в
общей теории относительности, так и в квадратичной гравитации, и описывают
концентрацию вещества или энергии на некоторой гиперповерхности. Аналогич­
но, дипольное распределение зарядов может быть математически выражено с
помощью производной дельта-функции, однако у него нет аналога в общей тео­
рии относительности из-за положительности масс и притяжения гравитации.
Тем не менее, как показано в вышеупомянутых статьях Дж. М. М. Сеновийи,
двойные слои не запрещены в некоторых теориях гравитации, в частности, в
квадратичной гравитации.

Метрику во всем пространстве-времени Ω можно формально записать в
виде суммы:

𝑔𝑎𝑏 = 𝑔+𝑎𝑏 𝜃(𝑛(𝑥)) + 𝑔−𝑎𝑏 𝜃(−𝑛(𝑥)) = 𝑔𝑎𝑏(±), (1.19)

при дифференцировании выражения (1.19) возникает слагаемое с дельта-функ­
цией:

𝜕𝑐𝑔𝑎𝑏 = 𝜕𝑐𝑔𝑎𝑏(±) + 𝜕𝑐𝑛(𝑥) 𝛿(𝑛(𝑥)) [𝑔𝑎𝑏], (1.20)

где 𝜕𝑐 означает частную производную. Здесь и далее используются стандартные
обозначения для разрывов, то есть для любой функции 𝑓 на Ω, у которой суще­
ствуют пределы по обе стороны от Σ0: [𝑓 ](𝑝) ≡ 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑝𝑓

+(𝑥)− 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑝𝑓
−(𝑥), 𝑝 ∈

Σ0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑓±(𝑥) — ограничения функции 𝑓 на Ω±, соответственно, а также вве­
дено обозначение 𝑓(±) = 𝑓+(𝑥) 𝜃(𝑛(𝑥)) + 𝑓−(𝑥) 𝜃(−𝑛(𝑥)) .
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Выше было продемонстрировано, что всегда возможно найти координаты
{𝑥𝑎}, в которых скачок компонент метрики на гиперповерхности равен нулю -
[𝑔𝑎𝑏] = 0. Это условие также необходимо для того, чтобы с помощью (1.19) вы­
писать символы Кристоффеля, так как произведение тета-функции на дельта­
функцию неопределено. В этом случае получим следующее выражение для ком­
понент связности:

Γ𝑎
𝑏𝑐 = Γ𝑎

𝑏𝑐(±) (1.21)

из которого следует, что:

𝑅𝑎
𝑏𝑐𝑑 = 𝑅𝑎

𝑏𝑐𝑑(±) + {𝜕𝑐𝑛(𝑥) [Γ𝑎
𝑏𝑑]− 𝜕𝑑𝑛(𝑥) [Γ

𝑎
𝑏𝑐]} 𝛿(𝑛(𝑥)) . (1.22)

Для действия Эйнштейна-Гилберта и соответствующего ему уравнения
движения выражение (1.22) для тензора Римана, содержащее дельта-функцию,
было бы приемлемым, потому что в этом случае сингулярную часть тензора
Римана можно непосредственно связать с поверхностной частью тензора энер­
гии-импульса. Этот факт впервые был продемонстрирован в работах В. Изра­
эля [35—37]. В квадратичной гравитации для того, чтобы избежать появления
неопределенных функций: 𝛿2(𝑛(𝑥)) и 𝛿(𝑛(𝑥))𝜃(𝑛(𝑥)) в лагранжиане, необходимо
наложить дополнительные ограничения, а именно, условия Лихнеровича [60]:

[Γ𝑎
𝑏𝑐] = 0. (1.23)

1.2 Вывод уравнений Израэля с помощью принципа наименьшего
действия

Прежде, чем переходить к изучению сингулярных гиперповерхностей в
квадратичной гравитации, покажем, как можно вывести уравнения Израэля с
помощью принципа наименьшего действия.

Гравитационная часть действия в данном случае:

𝑆𝐺𝑅 = − 1

16𝜋

∫︁
Ω

√︀
|𝑔|𝐿𝐺𝑅 𝑑4𝑥 = − 1

16𝜋

∫︁
Ω

√︀
|𝑔| (𝛼4𝑅 + 𝛼5Λ) 𝑑

4𝑥 ,
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если Ω имеет границу, то есть 𝜕Ω±/Σ0 ̸= ø, то к этому действию необходи­
мо добавить граничный член Гиббонса-Хокинга-Йорка для того, чтобы устра­
нить вклад от вариации 𝛿𝑅𝑎𝑏 на 𝜕Ω. Здесь рассматривается вариация с за­
крепленными концами, то есть: 𝛿𝑔±𝑎𝑏|𝜕Ω±/Σ0

= 0, 𝛿𝑔+𝑎𝑏|Σ0
= 𝛿𝑔−𝑎𝑏|Σ0

, а так­
же не только сама метрика, но и ее вариация считается непрерывной на Σ0:
𝛿𝑔+𝑎𝑏|Σ0

= 𝛿𝑔−𝑎𝑏|Σ0
, поэтому далее будут опущены обозначения ± для метрики

и ее вариации.
C помощью выражения (1.22) для тензора Римана получаем скалярную

кривизну для многообразия с сингулярной гиперповерхностью:

𝑅 = 𝑅(±) + 𝑔𝑏𝑑𝐸𝑏𝑑 𝛿(𝑛(𝑥)) .

Здесь для удобства введен дополнительный тензор: 𝐸𝑏𝑑 = 𝜕𝑎𝑛 [Γ𝑎
𝑏𝑑] − 𝜕𝑑𝑛 [Γ𝑎

𝑏𝑎].
Интеграл действия разбивается на три части:

𝑆𝐺𝑅 = − 1

16𝜋

∫︁
Ω+

√︀
|𝑔|𝐿+

𝐺𝑅 𝑑4𝑥− 1

16𝜋

∫︁
Ω−

√︀
|𝑔|𝐿−

𝐺𝑅 𝑑4𝑥−

− 1

16𝜋

∫︁
Σ0

√︀
|ℎ|𝛼4𝐸 𝑑3𝑦, 𝐸 = 𝐸𝑏𝑑 𝑔

𝑏𝑑 ,

где
√︀

|ℎ| 𝑑3𝑦 - форма объема на Σ0 в произвольных координатах. Исходную
задачу можно переформулировать без привлечения обобщенных функций, то
есть, рассматривать вариацию 𝑆𝐺𝑅 по метрике как вариацию по функциям 𝑔±𝑎𝑏:
𝛿𝑔𝑆𝐺𝑅 =

𝛿𝑆𝑞

𝛿𝑔+𝑎𝑏 𝛿𝑔
+𝑎𝑏 +

𝛿𝑆𝑞

𝛿𝑔−𝑎𝑏 𝛿𝑔
−𝑎𝑏, с описанными выше граничными условиями,

обусловленными непрерывностью метрики и ее вариации на Σ0. Преимущество
такого подхода заключается в том, что полученные уравнения движения пред­
ставляют из себя уравнения на стандартные функции, а не обобщенные.

Перейдем к варьированию действия для гравитации по обратной метрике:

𝛿𝑔 𝑆𝐺𝑅 = − 1

16𝜋

∫︁
Ω+

√︀
|𝑔|
(︂
𝛿𝐿+

𝐺𝑅 − 1

2
𝑔𝑎𝑐 𝐿

+
𝐺𝑅 𝛿𝑔𝑎𝑐

)︂
𝑑4𝑥−

− 1

16𝜋

∫︁
Ω−

√︀
|𝑔|
(︂
𝛿𝐿−

𝐺𝑅 − 1

2
𝑔𝑎𝑐 𝐿

−
𝐺𝑅 𝛿𝑔𝑎𝑐

)︂
𝑑4𝑥−

− 1

16𝜋

∫︁
Σ0

√︀
|ℎ|𝛼4

(︂
𝛿𝐸 − 1

2
𝑔𝑎𝑐𝐸 𝛿𝑔𝑎𝑐

)︂
𝑑3𝑦 .
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Вариация скалярной кривизны и 𝐸 соответственно:

𝛿𝑅± = 𝛿𝑔𝑏𝑑𝑅±
𝑏𝑑 + 𝑔𝑏𝑑 𝛿𝑅±

𝑏𝑑 , 𝛿𝐸 = 𝛿𝑔𝑏𝑑𝐸𝑏𝑑 + 𝑔𝑏𝑑 {𝜕𝑎𝑛 [𝛿Γ𝑎
𝑏𝑑]− 𝜕𝑑𝑛 [𝛿Γ𝑎

𝑏𝑎]} .

Необходимо отметить, что при варьировании уравнение гиперповерхности
𝑛(𝑥) = 0 считается неизвестным, но фиксированным, т. е., сама функция 𝑛(𝑥)

не варьируется.
Воспользовавшись следствием формулы Палатини [61] , получим:

𝑔𝑏𝑑 𝛿𝑅±
𝑏𝑑 = 𝑔𝑏𝑑

(︀
O𝑎𝛿Γ

±𝑎
𝑏𝑑 − O𝑑𝛿Γ

±𝑎
𝑎𝑏

)︀
.

Если затем записать это слагаемое из 𝛿𝑅 в составе исходных интегралов:∫︁
Ω−

√︀
|𝑔|𝑔𝑏𝑑 (O𝑎𝛿Γ

𝑎
𝑏𝑑 − O𝑑𝛿Γ

𝑎
𝑎𝑏) 𝑑

4𝑥 +

∫︁
Ω+

√︀
|𝑔|𝑔𝑏𝑑 (O𝑎𝛿Γ

𝑎
𝑏𝑑 − O𝑑𝛿Γ

𝑎
𝑎𝑏) 𝑑

4𝑥 ,

и применить теорему Стокса для каждого из интегралов, то окажется, что это
слагаемое взаимно сокращается с

∫︀
Σ0

√︀
|ℎ|𝑔𝑏𝑑 {𝜕𝑎𝑛 [𝛿Γ𝑎

𝑏𝑑]− 𝜕𝑑𝑛 [𝛿Γ𝑎
𝑏𝑎]} 𝑑3𝑦, потен­

циальные вклады на 𝜕Ω±/Σ0, как отмечено выше, взаимно сокращаются с гра­
ничным членом Гиббонса-Хокинга-Йорка. C учетом всего вышеперечисленного
имеем:

𝛿𝑔 𝑆𝐺𝑅 = − 1

16𝜋

∫︁
Ω+

√︀
|𝑔| 𝛿𝑔𝑎𝑏

(︂
𝛼4𝐺

+
𝑎𝑏 −

1

2
𝛼5 𝑔𝑎𝑏Λ

)︂
𝑑4𝑥−

− 1

16𝜋

∫︁
Ω

√︀
|𝑔| 𝛿𝑔𝑎𝑏

(︂
𝛼4𝐺

−
𝑎𝑏 −

1

2
𝛼5 𝑔𝑎𝑏Λ

)︂
𝑑4𝑥+

+
1

16𝜋

∫︁
Σ0

√︀
|ℎ| 𝛿𝑔𝑎𝑏 𝛼4

(︂
𝐸𝑎𝑏 − 1

2
𝑔𝑎𝑏𝐸

)︂
𝑑3𝑦 ,

где 𝐺𝑎𝑏 = 𝑅𝑎𝑏 − 1
2𝑔𝑎𝑏𝑅.

Для тензора энергии-импульса (1.18) вариация действия материи:

𝛿𝑔𝑆𝑚 =
1

2

∫︁
Ω+

√︀
|𝑔|𝑇+

𝑎𝑏 𝛿𝑔
𝑎𝑏 𝑑4𝑥+

1

2

∫︁
Ω−

√︀
|𝑔|𝑇−

𝑎𝑏 𝛿𝑔
𝑎𝑏 𝑑4𝑥−

− 1

2

∫︁
Σ0

√︀
|ℎ|𝑆𝑎𝑏 𝛿𝑔𝑎𝑏 𝑑

3𝑦. (1.24)
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Согласно принципу наименьшего действия: 𝛿 𝑆𝐺𝑅 = −𝛿𝑆𝑚, соответственно, по­
лучаем систему уравнений движения:

𝛼4𝑅
±
𝑎𝑏 −

1

2
𝛼4 𝑔𝑎𝑏𝑅

± − 1

2
𝛼5 𝑔𝑎𝑏Λ = 8𝜋 𝑇±

𝑎𝑏 , (1.25)

𝐸𝑎𝑏 − 1

2
𝑔𝑎𝑏𝐸 =

8𝜋

𝛼4
𝑆𝑎𝑏 . (1.26)

После того, как выполнено варьирование и выписаны уравнения движе­
ния, можно перейти к конкретным координатам. Выберем систему координат
{𝑛, 𝑦𝑖}, в которой функция 𝑛(𝑥), задающее уравнение гипеповерхности, явля­
ется одной из координат, 𝑦𝑖 обозначены все координаты, кроме 𝑛. Кроме того,
потребуем, чтобы в этих координатах компоненты метрики были непрерывны
на гиперповерхности. Примером таких координат могут быть гауссовы нормаль­
ные координаты в случае времениподобной (пространственноподобной) гипер­
поверхности и системы координат, описанные в шестом разделе, для светопо­
добной.

Следствием стандартных соотношений для преобразования компонент
метрики при замене координат с произвольных на {𝑛, 𝑦𝑖} является следующая
формула:

𝑔𝑛𝑛|Σ0
= (𝜕𝑎𝑛𝜕

𝑎𝑛)|Σ0
= 𝜀.

Далее выпишем компоненты тензора 𝐸𝑎𝑏 и скачки в символах Кристоф­
феля в координатах {𝑛, 𝑦𝑖}:

𝐸𝑏𝑑 = [Γ𝑛
𝑏𝑑]− 𝛿𝑛𝑑 𝛿

𝑛
𝑏 [Γ

𝑎
𝑎𝑛],

[Γ𝑎
𝑏𝑐] =

1

2
𝑔𝑎𝑑 (𝛿𝑛𝑐 [𝜕𝑛𝑔𝑏𝑑] + 𝛿𝑛𝑏 [𝜕𝑛𝑔𝑐𝑑])−

1

2
𝑔𝑎𝑛[𝜕𝑛𝑔𝑏𝑐], [Γ𝑎

𝑏𝑎] =
1

2
𝑔𝑎𝑑[𝜕𝑛𝑔𝑎𝑑] 𝛿

𝑛
𝑏 ,

𝐸 =
(︀
𝑔𝑏𝑛 𝑔𝑛𝑑 − 𝑔𝑛𝑛 𝑔𝑏𝑑

)︀
[𝜕𝑛𝑔𝑏𝑑] =

(︀
𝑔𝑘𝑛 𝑔𝑛𝑙 − 𝑔𝑛𝑛 𝑔𝑘𝑙

)︀
[𝜕𝑛𝑔𝑘𝑙], 𝑘,𝑙 ̸= 𝑛.

Из представленных выше соотношений следует, что 𝐸𝑎𝑛 = 1
2 𝑔

𝑎𝑛𝐸, поэтому
компоненты поверхностного тензора энергии-импульса 𝑆𝑛𝑛 = 𝑆𝑛𝑖 = 0 в общей
теории относительности.
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Соответственно, уравнения движения сингулярной гиперповерхности в ко­
ординатах {𝑛, 𝑦𝑖}:(︂

𝑔𝑎𝑖𝑔𝑏𝑗 − 1

2
𝑔𝑖𝑗𝑔𝑎𝑏

)︂
[Γ𝑛

𝑎𝑏] +

(︂
1

2
𝑔𝑖𝑗𝑔𝑛𝑛 − 𝑔𝑛𝑖𝑔𝑛𝑗

)︂
[Γ𝑐

𝑐𝑛] =
8𝜋

𝛼4
𝑆𝑖𝑗 , 𝑖,𝑗 ̸= 𝑛 , (1.27)

в такой форме они могут быть использованы как для времениподоб­
ной(пространственноподобной) гиперповерхности, так и для светоподобной.

Частным случаем (1.27) являются уравнения Израэля для временипо­
добной (пространственноподобной) гиперповерхности. В гауссовой нормальной
системе координат, где метрика в окрестности гиперповерхности имеет вид:
𝑑𝑠2 = 𝜀𝑑𝑛2 + 𝛾𝑖𝑗 𝑑𝑥

𝑖 𝑑𝑥𝑗, уравнения движения тонкой оболочки сводятся к сле­
дующим:

𝜀
(︀
[𝐾 𝑖𝑗]− 𝛾𝑖𝑗[𝐾]

)︀
=

8𝜋

𝛼4
𝑆𝑖𝑗 ,

где 𝐾𝑖𝑗 = −1
2𝜕𝑛 𝛾𝑖𝑗 - тензор внешней кривизны.

Разберем также случай светопободных гиперповерхностей. Для этого вос­
пользуемся описанными в 6 главе специальными координатами для светопо­
добной гиперповерхности - {𝑛,𝜆, 𝜃𝐴}. В этих координатах уравнения движения
(1.27) сводятся к следующим:

1

2

(︁
𝛿𝑖𝜆 𝑔

𝑎𝑗 + 𝛿𝑗𝜆 𝑔
𝑎𝑖
)︁
[𝜕𝑛𝑔𝑎𝜆]−

1

2
𝑔𝑖𝑗[𝜕𝑛𝑔𝜆𝜆]−

1

2
𝛿𝑖𝜆 𝛿

𝑗
𝜆 𝑔

𝑎𝑏[𝜕𝑛𝑔𝑎𝑏] =
8𝜋

𝛼4
𝑆𝑖𝑗 ,

Отдельно рассмотрим сферически-симметричную светоподобную тонкую
оболочку. Как будет показано далее, метрика в окрестности подобной гиперпо­
верхности имеет вид: 𝑑𝑠2 = 𝑔𝑛𝑛 𝑑𝑛

2 + 2𝑔𝑛𝜆 𝑑𝑛𝑑𝜆 − 𝑟2 𝑑Ω2, поэтому для данного
случая получим:

[𝜕𝑛𝑟] = −4𝜋𝑟

𝛼4
𝑆𝜆𝜆 .

Этот результат полностью совпадает с полученным, в частности, в работе [42].
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1.3 Вывод уравнений движения сингулярной гиперповерхности в
квадратичной гравитации с помощью принципа наименьшего

действия

В данном разделе будут получены уравнения движения для сингулярной
гиперповерхности произвольного типа в квадратичной гравитации с помощью
принципа наименьшего действия. Для этого необходимо выделить поверхност­
ную часть в системе уравнений, полученных варьированием действия (1.1) по
обратной метрике в случае, когда тензор Римана имеет структуру (1.22), с (1.18)
в качестве источника.

В силу условий Лихнеровича, необходимых для квадратичной гравитации,
тензор Римана и, как следствие, тензор Риччи и скалярная кривизна могут
испытывать не более чем скачок на поверхности Σ0. Воспользовавшись тем,
что 𝜃2(𝑛(𝑥)) = 𝜃(𝑛(𝑥)) и 𝜃(𝑛(𝑥)) 𝜃(−𝑛(𝑥)) = 0, и подставляя тензор Римана
(1.22) и его свертки в действие (1.1), получим:

𝑆𝑞 = − 1

16𝜋

∫︁
Ω+

√︀
|𝑔|𝐿+

𝑞 𝑑4𝑥− 1

16𝜋

∫︁
Ω−

√︀
|𝑔|𝐿−

𝑞 𝑑4𝑥, (1.28)

где 𝐿+
𝑞 = 𝛼1𝑅

+
𝑎𝑏𝑐𝑑𝑅

+𝑎𝑏𝑐𝑑 + 𝛼2𝑅
+
𝑎𝑏𝑅

+𝑎𝑏 + 𝛼3(𝑅
+)2 + 𝛼4𝑅

+ + 𝛼5Λ, аналогично опре­
деляется 𝐿−

𝑞 .
Варьируя действие (1.28) по обратной метрике, получим [62]:

𝛿𝑆𝑞 = − 1

16𝜋

∫︁
Ω+

√︀
|𝑔|
(︀
𝐻+

𝑎𝑏𝛿𝑔
𝑎𝑏 + O𝑐𝑉

+𝑐
)︀
𝑑4𝑥−

− 1

16𝜋

∫︁
Ω−

√︀
|𝑔|
(︀
𝐻−

𝑎𝑏𝛿𝑔
𝑎𝑏 + O𝑐𝑉

−𝑐
)︀
𝑑4𝑥. (1.29)

Здесь приняты следующие обозначения:

𝐻+
𝑎𝑏 = 2𝛼1𝑅

+
𝑎𝑚𝑙𝑝𝑅

+𝑚𝑙𝑝
𝑏 − 2(2𝛼1 + 𝛼2)𝑅

+𝑐
𝑑 𝑅+𝑑

𝑏𝑎𝑐 − 4𝛼1𝑅
+𝑐
𝑎 𝑅+

𝑏𝑐 + 2𝛼3𝑅
+𝑅+

𝑎𝑏+

+ 𝛼4𝑅
+
𝑎𝑏 −

1

2
𝑔𝑎𝑏𝐿

+
𝑞 + (𝛼2 + 4𝛼1)�𝑅

+
𝑎𝑏 +

1

2
(4𝛼3 + 𝛼2)𝑔𝑎𝑏�𝑅

+−

− (2𝛼1 + 𝛼2 + 2𝛼3)O𝑎O𝑏𝑅
+, (1.30)
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𝑉 +𝑐 =

{︂
(4𝛼1 + 𝛼2)O

𝑐𝑅+𝑏𝑑 +
1

2
(𝛼2 + 4𝛼3)𝑔

𝑏𝑑O𝑐𝑅+

}︂
𝛿𝑔𝑏𝑑−

− 2O𝑏
{︀
(2𝛼1 + 𝛼2)𝑅

+𝑐𝑑 + 𝛼3 𝑔
𝑐𝑑𝑅+

}︀
𝛿𝑔𝑏𝑑 + (𝛼4 + 2𝛼3𝑅

+)(𝑔𝑎𝑏𝑔𝑐𝑑 − 𝑔𝑎𝑐𝑔𝑏𝑑)O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑+

+
{︀
𝛼2(2𝑔

𝑐𝑑𝑅+𝑎𝑏 − 𝑔𝑎𝑐𝑅+𝑏𝑑 − 𝑔𝑏𝑑𝑅+𝑎𝑐)− 4𝛼1𝑅
+𝑎𝑏𝑐𝑑

}︀
O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑 =

= 𝐷+𝑐𝑏𝑑 𝛿𝑔𝑏𝑑 + 𝐴+𝑎𝑐𝑏𝑑O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑 . (1.31)

Аналогичным образом определяются вектор 𝑉 −𝑐 и тензор 𝐻−
𝑎𝑏. Подробности

вариации действия квадратичной гравитации разобраны в приложении А.
Для вывода уравнений движения с помощью принципа наименьшего дей­

ствия, как и в предыдущем случае, используется вариация с закрепленными
концами, т.е., значения динамических переменных фиксированы на границе
всего объема интегрирования: 𝛿𝑔𝑎𝑏 = 0 на 𝜕Ω, а также метрика и ее вариация
непрерывны на Σ0. Однако, для квадратичной гравитации необходимо также
задать граничные условия на производные от вариации метрики:

𝜕𝑐 𝛿𝑔
±𝑎𝑏|𝜕Ω±/Σ0

= 0, 𝛿𝑔+𝑎𝑏|Σ0
= 𝛿𝑔−𝑎𝑏|Σ0

, 𝜕𝑐𝛿𝑔
+𝑎𝑏|Σ0

= 𝜕𝑐𝛿𝑔
−𝑎𝑏|Σ0

,

тогда, воспользовавшись теоремой Гаусса-Стокса, получим следующее выраже­
ние для 𝛿𝑆𝑞:

𝛿𝑆𝑞 = − 1

16𝜋

∫︁
Ω+

√︀
|𝑔|
(︀
𝐻+

𝑎𝑏𝛿𝑔
𝑎𝑏
)︀
𝑑4𝑥− 1

16𝜋

∫︁
Ω−

√︀
|𝑔|
(︀
𝐻−

𝑎𝑏𝛿𝑔
𝑎𝑏
)︀
𝑑4𝑥+

+
1

16𝜋

∫︁
Σ0

[𝑉 𝑐] 𝑑𝑆𝑐.

Здесь 𝑑𝑆𝑐 - направленный элемент поверхности.
Перейдем к координатам {𝑛, 𝑦𝑖}, в которых метрика непрерывна на Σ0, и

функция 𝑛(𝑥) является одной из координат. В подобной системе координат мож­
но использовать определение 𝑑𝑆𝑐, которое применимо как для времениподобной
(пространственноподобной), так и для светоподобной гиперповерхностей:

𝑑𝑆𝑐 = 𝜖𝑁𝑐

√︀
|ℎ|𝑑3𝑦, 𝑖 ̸= 𝑛,

где ℎ = 𝑔(0,𝑦𝑖) - ограничение детерминанта метрики во всем пространстве-вре­
мени Ω на Σ0,

{︀
𝑦𝑖
}︀

- все координаты, кроме 𝑛, которые выбраны в данном
случае в качестве внутренних координат на гиперповерхности.
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Аналогичным образом вариация действия материи с тензором энергии­
импульса (1.18) разделяется на объемную и поверхностную части:

𝛿𝑆𝑚 =
1

2

∫︁
Ω+

√︀
|𝑔|
(︀
𝑇+
𝑎𝑏𝛿𝑔

𝑎𝑏
)︀
𝑑4𝑥+

1

2

∫︁
Ω−

√︀
|𝑔|
(︀
𝑇−
𝑎𝑏𝛿𝑔

𝑎𝑏
)︀
𝑑4𝑥−

− 1

2

∫︁
Σ0

√︀
|ℎ|
(︀
𝑆𝑎𝑏𝛿𝑔𝑎𝑏

)︀
𝑑3𝑦. (1.32)

Из принципа наименьшего действия находим систему уравнений движе­
ния:

𝐻±
𝑎𝑏 = 8𝜋𝑇±

𝑎𝑏, (1.33)

𝜖[𝑉 𝑐]𝑁𝑐 = 8𝜋𝑆𝑎𝑏𝛿𝑔𝑎𝑏. (1.34)

Из (1.34) напрямую выводится аналог уравнения Израэля для квадратич­
ной гравитации. Случай времениподобных и пространственноподобных гипер­
поверхностей разобран, в частности, в работах [29; 32], здесь же представлен
вывод этих уравнений в наиболее общей форме, которую можно использовать
для произвольных гиперповерхностей, в том числе для светоподобных.

Так как вариация гравитационной части действия 𝛿𝑆𝑞 содержит диверген­
цию от вектора 𝑉 𝑐, можно утверждать, что сам вектор 𝑉 𝑐 определен с точно­
стью до прибавления к нему другого вектора, дивергенция от которого равна
нулю, помноженного на произвольную константу - 2𝐶𝑈 𝑐. Как это было проде­
монcтрировано в статье [62], вектор 𝑈 𝑐 удобно выбрать следующим:

𝑈 𝑐 = −O𝑏

(︂
𝑅𝑐𝑑 − 1

2
𝑔𝑐𝑑𝑅

)︂
𝛿𝑔𝑏𝑑 +

(︀
𝑅𝑎𝑏𝑔𝑐𝑑 −𝑅𝑏𝑐𝑔𝑎𝑑

)︀
O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑.

Константу 𝐶 при этом положим равной 2𝛼3, тогда:

̃︀𝑉 +𝑐 = 𝑉 +𝑐 + 4𝛼3𝑈
+𝑐 =

{︂
(4𝛼1 + 𝛼2)O

𝑐𝑅+𝑏𝑑 +
1

2
(𝛼2 + 4𝛼3)𝑔

𝑏𝑑O𝑐𝑅+

}︂
𝛿𝑔𝑏𝑑−

− 2(2𝛼1 + 𝛼2 + 2𝛼3)O
𝑏𝑅+𝑐𝑑𝛿𝑔𝑏𝑑 + (𝛼4 + 2𝛼3𝑅

+)(𝑔𝑎𝑏𝑔𝑐𝑑 − 𝑔𝑎𝑐𝑔𝑏𝑑)O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑

+
{︀
𝛼2(2𝑔

𝑐𝑑𝑅+𝑎𝑏 − 𝑔𝑎𝑐𝑅+𝑏𝑑 − 𝑔𝑏𝑑𝑅+𝑎𝑐)− 4𝛼1𝑅
+𝑎𝑏𝑐𝑑

}︀
O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑+

+ 4𝛼3(𝑅
+𝑎𝑏𝑔𝑐𝑑 −𝑅+𝑏𝑐𝑔𝑎𝑑)O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑 = ̃︀𝐷+𝑐𝑏𝑑 𝛿𝑔𝑏𝑑 + ̃︀𝐴+𝑎𝑐𝑏𝑑O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑 .

Как и до этого, вектора 𝑈−𝑐,̃︀𝑉 −𝑐 определяются аналогично.
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Поясним, почему прибавление вектора 𝑈 𝑐 не меняет уравнения движения
не только в объеме, но и на гиперповерхности. Как отмечно в работе [62], вектор
𝑈 𝑐 можно представить в виде полной дивергенции:

𝑈 𝑐 = O𝑎

{︀(︀
𝑅𝑎𝑏𝑔𝑐𝑑 −𝑅𝑐𝑑𝑔𝑎𝑏

)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑

}︀
.

Из формулы (1.35) следует, что в уравнения движения входит только компонен­
та 𝑈𝑛, для которой:

𝑈𝑛 = O𝑛

{︀(︀
𝑅𝑛𝑏𝑔𝑛𝑑 −𝑅𝑛𝑑𝑔𝑛𝑏

)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑

}︀
+ O𝑖

{︀(︀
𝑅𝑖𝑏𝑔𝑛𝑑 −𝑅𝑛𝑑𝑔𝑖𝑏

)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑

}︀
=

= O𝑖

{︀(︀
𝑅𝑖𝑏𝑔𝑛𝑑 −𝑅𝑛𝑑𝑔𝑖𝑏

)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑

}︀
, 𝑖 ̸= 𝑛.

Покажем, что интеграл
∫︀
Σ0
O𝑖

{︀(︀
𝑅𝑖𝑏𝑔𝑛𝑑 −𝑅𝑛𝑑𝑔𝑖𝑏

)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑

}︀ √︀
|ℎ|𝑑3𝑦 равен ну­

лю. Так как выражение под знаком интеграла представляет из себя полную
дивергенцию на гиперповерхности Σ0 от некоторого трехмерного вектора на
этом многообразии, в силу теоремы Гаусса-Стокса, этот интеграл сводится к
интегралу по границе гиперповерхности Σ0, которая является частью границы
всего рассматриваемого пространства-времени 𝜕Ω, где 𝛿𝑔𝑏𝑑 = 0.

В координатах
{︀
𝑛,𝑦𝑖

}︀
: 𝑁𝑐 = 𝜖𝛿𝑛𝑐 , поэтому, заменив 𝑉 ±𝑐 на ̃︀𝑉 ±𝑐 в (1.34)

получим:
[̃︀𝑉 𝑛] = 8𝜋𝑆𝑎𝑏𝛿𝑔𝑎𝑏. (1.35)

В силу заданных граничных условий [O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑] = 0, поэтому этот множи­
тель можно вынести за скобку при вычислении скачка [̃︀𝑉 𝑛]:

[̃︀𝑉 𝑛] =
{︀
4𝛼3([𝑅

𝑎𝑏]𝑔𝑛𝑑 − [𝑅𝑏𝑛]𝑔𝑎𝑑)− 4𝛼1[𝑅
𝑎𝑏𝑛𝑑]

}︀
O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑+

+
{︀
2𝛼3[𝑅](𝑔𝑎𝑏𝑔𝑛𝑑 − 𝑔𝑎𝑛𝑔𝑏𝑑) + 𝛼2(2𝑔

𝑛𝑑[𝑅𝑎𝑏]− 𝑔𝑎𝑛[𝑅𝑏𝑑]− 𝑔𝑏𝑑[𝑅𝑎𝑛])
}︀
O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑+

+ { (4𝛼1 + 𝛼2)[O
𝑛𝑅𝑏𝑑] +

1

2
(𝛼2 + 4𝛼3)𝑔

𝑏𝑑[O𝑛𝑅]−

− 2(2𝛼1 + 𝛼2 + 2𝛼3)[O
𝑏𝑅𝑛𝑑] } 𝛿𝑔𝑏𝑑. (1.36)

Для вычисления [̃︀𝑉 𝑛], выпишем выражения для скачков компонент тен­
зора Римана и его сверток, имея в виду, что скачки присутствуют только в
тех величинах, которые содержат производные от метрики по координате 𝑛,
начиная с производной второго порядка. Скачки первых производных метрики
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приняты равными нулю в силу условий Лихнеровича:

[𝑅𝑖𝑘𝑙𝑚] =
1

2

(︀
𝛿𝑛𝑘𝛿

𝑛
𝑙 [𝜕

2
𝑛𝑛𝑔𝑖𝑚] + 𝛿𝑛𝑖 𝛿

𝑛
𝑚[𝜕

2
𝑛𝑛𝑔𝑘𝑙]− 𝛿𝑛𝑖 𝛿

𝑛
𝑙 [𝜕

2
𝑛𝑛𝑔𝑘𝑚]− 𝛿𝑛𝑘𝛿

𝑛
𝑚[𝜕

2
𝑛𝑛𝑔𝑖𝑙]

)︀
, (1.37)

[𝑅𝑎𝑏𝑐𝑑 ] = 𝑔𝑏𝑛 𝑔𝑐𝑛 [𝑅𝑎 𝑑
𝑛𝑛 ] + 𝑔𝑎𝑛 𝑔𝑑𝑛 [𝑅𝑐 𝑏

𝑛𝑛 ]− 𝑔𝑏𝑛 𝑔𝑑𝑛 [𝑅𝑎 𝑐
𝑛𝑛 ]− 𝑔𝑎𝑛 𝑔𝑐𝑛 [𝑅𝑏 𝑑

𝑛𝑛 ] (1.38)

[𝑅𝑛𝑏𝑐𝑑] = 𝑔𝑐𝑛[𝑅𝑏𝑑]− 𝑔𝑑𝑛[𝑅𝑏𝑐],

[𝑅𝑎𝑏] =
1

2

(︀
−𝑔𝑎𝑛𝑔𝑏𝑛𝑔𝑐𝑑 − 𝑔𝑛𝑛𝑔𝑎𝑐𝑔𝑏𝑑 + 𝑔𝑎𝑛𝑔𝑏𝑑𝑔𝑐𝑛 + 𝑔𝑏𝑛𝑔𝑎𝑑𝑔𝑐𝑛

)︀
[𝜕2

𝑛𝑛𝑔𝑐𝑑] =

= 𝑔𝑏𝑛 [𝑅𝑛 𝑎
𝑛𝑛 ] + 𝑔𝑎𝑛 [𝑅𝑛 𝑏

𝑛𝑛 ]− 𝑔𝑛𝑛 [𝑅𝑎 𝑏
𝑛𝑛 ] + 𝑔𝑎𝑛 𝑔𝑏𝑛 [𝑅𝑛𝑛], (1.39)

[𝑅] =
(︀
−𝑔𝑛𝑛𝑔𝑐𝑑 + 𝑔𝑐𝑛𝑔𝑑𝑛

)︀
[𝜕2

𝑛𝑛𝑔𝑐𝑑] = 2 [𝑅𝑛 𝑛
𝑛𝑛 ] + 2 𝑔𝑛𝑛 [𝑅𝑛𝑛] . (1.40)

Множитель в ̃︀𝑉 ±𝑛 при O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑 - ̃︀𝐴±𝑎𝑛𝑏𝑑 требует более детального рассмот­
рения, с учетом соотношений (1.37-1.40) получим:

[ ̃︀𝐴𝑎𝑛𝑏𝑑 ]O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑 = { − 𝛽2 𝑔
𝑎𝑛𝑔𝑏𝑑[𝑅𝑛 𝑛

𝑛𝑛 ] + 𝛽2 𝑔
𝑎𝑛(𝑔𝑏𝑛𝑔𝑑𝑛 − 𝑔𝑏𝑑𝑔𝑛𝑛)[𝑅𝑛𝑛]+

+ (𝛽1 + 𝛽2)𝑔
𝑛𝑏𝑔𝑛𝑑[𝑅𝑛 𝑎

𝑛𝑛 ] + (𝛽2 − 𝛽1)𝑔
𝑎𝑛𝑔𝑑𝑛[𝑅 𝑏𝑛

𝑛 𝑛] + (𝛽2 + 𝛽1)𝑔
𝑛𝑛𝑔𝑛𝑑[𝑅 𝑏 𝑎

𝑛 𝑛 ]−

− 𝛽1 𝑔
𝑛𝑛𝑔𝑛𝑎[𝑅 𝑏 𝑑

𝑛 𝑛 ] }O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑 = { − 1

2
𝛽2 𝑔

𝑎𝑛𝑔𝑏𝑑[𝑅]+

+
1

2
(𝛽1 + 𝛽2)

(︀
𝑔𝑛𝑑[𝑅𝑎𝑏] + 𝑔𝑛𝑏[𝑅𝑎𝑑]

)︀
− 𝛽1 𝑔

𝑎𝑛[𝑅𝑏𝑑] } O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑 , (1.41)

где 𝛽1 = 𝛼2 + 4𝛼1, 𝛽2 = 𝛼2 + 4𝛼3 .
Далее распишем ковариантную производную O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑, переход к обычной

производной необходим, так как в общем случае O𝑖[ ̃︀𝐴𝑖𝑛𝑏𝑑] ̸= [O𝑖
̃︀𝐴𝑖𝑛𝑏𝑑], но

𝜕𝑖[ ̃︀𝐴𝑖𝑛𝑏𝑑] = [𝜕𝑖 ̃︀𝐴𝑖𝑛𝑏𝑑] для любых 𝑖 ̸= 𝑛:

[ ̃︀𝐴𝑎𝑛𝑏𝑑]O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑 = [ ̃︀𝐴𝑛𝑛𝑏𝑑] 𝜕𝑛𝛿𝑔𝑏𝑑 + [ ̃︀𝐴𝑖𝑛𝑏𝑑] 𝜕𝑖𝛿𝑔𝑏𝑑 − [ ̃︀𝐴𝑎𝑛𝑏𝑑] Γ𝑐
𝑎𝑏 𝛿𝑔𝑐𝑑 − [ ̃︀𝐴𝑎𝑛𝑏𝑑] Γ𝑐

𝑎𝑑 𝛿𝑔𝑐𝑏 .
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Для того, чтобы выполнить следующую операцию с [ ̃︀𝐴𝑎𝑛𝑏𝑑], необходимо
вернуться к интегрированию [ ̃︀𝐴𝑎𝑛𝑏𝑑] в составе [̃︀𝑉 𝑛] по гиперповерхности Σ0:∫︁

Σ0

[ ̃︀𝐴𝑖𝑛𝑏𝑑] 𝜕𝑖𝛿𝑔𝑏𝑑
√︀

|ℎ| 𝑑3𝑦 =

∫︁
Σ0

𝜕𝑖

(︁
[ ̃︀𝐴𝑖𝑛𝑏𝑑] 𝛿𝑔𝑏𝑑

√︀
|ℎ|
)︁
𝑑3𝑦−

−
∫︁
Σ0

(︂
[𝜕𝑖 ̃︀𝐴𝑖𝑛𝑏𝑑] + [ ̃︀𝐴𝑖𝑛𝑏𝑑]

1

2
𝜕𝑖𝑙𝑛|ℎ|

)︂
𝛿𝑔𝑏𝑑

√︀
|ℎ|𝑑3𝑦 =

=

∫︁
Σ0

O𝑖

(︁
[ ̃︀𝐴𝑖𝑛𝑏𝑑] 𝛿𝑔𝑏𝑑

)︁ √︀
|ℎ| 𝑑3𝑦 −

∫︁
Σ0

(︁
[𝜕𝑖 ̃︀𝐴𝑖𝑛𝑏𝑑] + [ ̃︀𝐴𝑖𝑛𝑏𝑑] Γ𝑎

𝑎𝑖

)︁
𝛿𝑔𝑏𝑑

√︀
|ℎ|𝑑3𝑦,

Аналогично приведенным выше рассуждениям для 𝑈𝑛 слагаемое∫︀
Σ0
O𝑖

(︁
[ ̃︀𝐴𝑖𝑛𝑏𝑑] 𝛿𝑔𝑏𝑑

)︁ √︀
|ℎ| 𝑑3𝑦 зануляется при применении теоремы Стокса уже

на самой гиперповерхности. В итоге для [ ̃︀𝐴𝑎𝑛𝑏𝑑]O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑 получим:

[ ̃︀𝐴𝑎𝑛𝑏𝑑]O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑 = [ ̃︀𝐴𝑛𝑛𝑏𝑑] 𝜕𝑛𝛿𝑔𝑏𝑑−

−
(︁
[𝜕𝑖 ̃︀𝐴𝑖𝑛𝑏𝑑] + [ ̃︀𝐴𝑖𝑛𝑏𝑑] Γ𝑎

𝑎𝑖 + [ ̃︀𝐴𝑎𝑛𝑐𝑑] Γ𝑏
𝑎𝑐 + [ ̃︀𝐴𝑎𝑛𝑐𝑏] Γ𝑑

𝑎𝑐

)︁
𝛿𝑔𝑏𝑑 .

С учетом всего вышеперечисленного, уравнение (1.35) можно привести к
виду:

{ 𝛽1
(︀
[O𝑛𝑅𝑏𝑑] + [𝜕𝑘

(︀
𝑔𝑘𝑛𝑅𝑏𝑑

)︀
] + 𝑔𝑘𝑛Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑏𝑑] + 𝑔𝑎𝑛Γ𝑏

𝑎𝑐[𝑅
𝑐𝑑] + 𝑔𝑎𝑛Γ𝑑

𝑎𝑐[𝑅
𝑐𝑏]
)︀
+

+
1

2
𝛽2
(︀
𝑔𝑏𝑑[𝜕𝑛𝑅] + [𝜕𝑘

(︀
𝑔𝑘𝑛𝑔𝑏𝑑𝑅

)︀
] + 𝑔𝑘𝑛 𝑔𝑏𝑑Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅] + 𝑔𝑎𝑛𝑔𝑐𝑑 Γ𝑏
𝑎𝑐[𝑅]

)︀
−

− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2)

(︀
[O𝑏𝑅𝑛𝑑] + [𝜕𝑘

(︀
𝑔𝑛𝑏𝑅𝑘𝑑

)︀
] + 𝑔𝑛𝑏 Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑘𝑑] + 𝑔𝑛𝑑 Γ𝑏

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑐]
)︀
−

− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2)

(︀
[O𝑑𝑅𝑛𝑏] + [𝜕𝑘

(︀
𝑔𝑛𝑑𝑅𝑘𝑏

)︀
] + 𝑔𝑛𝑑 Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑘𝑏] + 𝑔𝑛𝑏 Γ𝑑

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑐]
)︀
+

+
1

2
𝛽2 𝑔

𝑎𝑛𝑔𝑐𝑏 Γ𝑑
𝑎𝑐[𝑅]− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2)

(︀
𝑔𝑛𝑐 Γ𝑏

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑑] + 𝑔𝑛𝑐 Γ𝑑

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑏]
)︀
} 𝛿𝑔𝑏𝑑+

+

{︂
1

2
[𝑅]
(︀
𝑔𝑏𝑛𝑔𝑑𝑛(𝛽1 + 𝛽2)− 𝑔𝑛𝑛𝑔𝑏𝑑 𝛽2

)︀
− 𝛽1𝑔

𝑛𝑛 [𝑅𝑏𝑑]

}︂
𝜕𝑛𝛿𝑔𝑏𝑑 =

= 8𝜋 𝑆𝑏𝑑 𝛿𝑔𝑏𝑑 , 𝑘 ̸= 𝑛. (1.42)

Здесь необходимо отметить, что при выводе (1.42), помимо всего прочего, было
использовано соотношение, которое является следствием (1.37-1.40):

[𝑅𝑛𝑏] =
1

2
𝑔𝑛𝑏[𝑅]. (1.43)
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С помощью (1.43) можно показать, что множитель при 𝜕𝑛𝛿𝑔𝑏𝑑 равен нулю,
если хотя бы один из индексов 𝑏 или 𝑑 равен 𝑛, то есть [ ̃︀𝐴𝑛𝑛𝑛𝑑] = [ ̃︀𝐴𝑛𝑛𝑏𝑛] = 0:

−1

2
𝛽2 𝑔

𝑛𝑛𝑔𝑏𝑛[𝑅] +
1

2
(𝛽1 + 𝛽2)𝑔

𝑛𝑛𝑔𝑏𝑛[𝑅]− 𝛽1 𝑔
𝑛𝑛[𝑅𝑏𝑛] = 0 .

Как отмечено в публикации [32], вариация производных метрики 𝛿(𝜕𝑛𝑔𝑖𝑗)

на Σ0 не является независимой относительно вариаций компонент метрики 𝛿𝑔𝑖𝑗

на гиперповерхности. С другой стороны, в некотором смысле отношение меж­
ду ними произвольно, так как уравнения движения в квадратичной гравитации
четвертого порядка по производным метрического тензора, поэтому их решения
не определяются однозначно заданием начальных условий на метрику и ее пер­
вые производные на некоторой гиперповерхности Коши. Таким образом, мы
вынуждены требовать:

𝛿(𝜕𝑛𝑔𝑖𝑗) = 𝐵𝑘𝑙
𝑖𝑗 (𝑦) 𝛿𝑔𝑘𝑙, 𝑖,𝑗,𝑙,𝑘 ̸= 𝑛,

где 𝐵𝑘𝑙
𝑖𝑗 (𝑦) - произвольные функции.
Появление произвольных функций апосредовано связано с присутствием

производной 𝛿-функции в уравнениях движения и фактически является марке­
ром двойного слоя.

С учетом всего вышеперечисленного, уравнения движения сингулярной
гиперповерхности произвольного типа в квадратичной гравитации имеют вид:

𝛽2

(︁𝜀
2
[𝜕𝑛𝑅]− [O𝑛𝑅𝑛𝑛]

)︁
+

1

2
(𝛽1 + 𝛽2) Γ

𝑛
𝑖𝑗

(︀
𝑔𝑖𝑛𝑔𝑗𝑛[𝑅]− 2𝜀[𝑅𝑖𝑗]

)︀
= 8𝜋 𝑆𝑛𝑛 , (1.44)

1

2
(𝛽1 − 𝛽2)[O

𝑛𝑅𝑖𝑛] + 𝛽1𝑔
𝑎𝑛Γ𝑛

𝑎𝑐[𝑅
𝑐𝑖] +

1

2
𝛽2
{︀
𝑔𝑖𝑛[𝜕𝑛𝑅] + 𝑔𝑎𝑛𝑔𝑐𝑖 Γ𝑛

𝑎𝑐[𝑅]
}︀
−

− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2) { − 1

2
𝑔𝑎𝑛𝑔𝑐𝑛 Γ𝑖

𝑎𝑐[𝑅]− 1

2
𝑔𝑘𝑛 𝑔𝑖𝑛Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅] + 𝜀Γ𝑖
𝑎𝑐[𝑅

𝑎𝑐]− 1

2
[𝜕𝑘
(︀
𝑔𝑘𝑛𝑔𝑖𝑛𝑅

)︀
]+

+ [O𝑖𝑅𝑛𝑛] + 𝜀[𝜕𝑘𝑅
𝑘𝑖] + 𝜀Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑘𝑖] + 𝑔𝑛𝑖 Γ𝑛

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑐] + 𝑔𝑛𝑐 Γ𝑛

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑖] } = 8𝜋 𝑆𝑖𝑛, (1.45)
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𝛽1
{︀
[O𝑛𝑅𝑖𝑗] + [𝜕𝑘

(︀
𝑔𝑘𝑛𝑅𝑖𝑗

)︀
] + 𝑔𝑘𝑛Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑖𝑗] + 𝑔𝑎𝑛Γ𝑖

𝑎𝑐[𝑅
𝑐𝑗] + 𝑔𝑎𝑛Γ𝑗

𝑎𝑐[𝑅
𝑐𝑖]
}︀
+

+
1

2
𝛽2
{︀
[𝜕𝑘
(︀
𝑔𝑘𝑛𝑔𝑖𝑗𝑅

)︀
] + 𝑔𝑘𝑛 𝑔𝑖𝑗Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅] + 𝑔𝑎𝑛𝑔𝑐𝑗 Γ𝑖
𝑎𝑐[𝑅] + 𝑔𝑎𝑛𝑔𝑐𝑖 Γ𝑗

𝑎𝑐[𝑅]
}︀
−

− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2)

{︀
[𝜕𝑘
(︀
𝑔𝑛𝑖𝑅𝑘𝑗

)︀
] + 𝑔𝑛𝑖 Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑘𝑗] + 𝑔𝑛𝑗 Γ𝑖

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑐] + 𝑔𝑛𝑐 Γ𝑖

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑗]
}︀
−

− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2)

{︀
[𝜕𝑘
(︀
𝑔𝑛𝑗𝑅𝑘𝑖

)︀
] + 𝑔𝑛𝑗 Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑘𝑖] + 𝑔𝑛𝑖 Γ𝑗

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑐] + 𝑔𝑛𝑐 Γ𝑗

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑖]
}︀
+

+
1

2
𝛽2 𝑔

𝑖𝑗[𝜕𝑛𝑅]− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2)

{︀
[O𝑗𝑅𝑛𝑖] + [O𝑖𝑅𝑛𝑗]

}︀
+

+

{︂
1

2
[𝑅]
(︀
𝑔𝑘𝑛𝑔𝑙𝑛(𝛽1 + 𝛽2)− 𝜀 𝑔𝑘𝑙 𝛽2

)︀
− 𝜀 𝛽1 [𝑅

𝑘𝑙]

}︂
𝐵𝑖𝑗

𝑘𝑙(𝑦) = 8𝜋 𝑆𝑖𝑗, (1.46)

где 𝑖,𝑗,𝑘,𝑙 ̸= 𝑛 .
Из этих уравнений в частности следует, что при 𝛽1 = 𝛽2 = 0 сингулярной

гиперповерхности не существует. Такое сочетание коэффициентов соответству­
ет квадратичной поправке Гаусса-Бонне. Известно, что в четырех измерениях
она не дает вклада в уравнения движения в объеме, так как сводится к полной
дивергенции от некоторого вектора [63—65]. Таким образом, было показано, что
для действия гравитации Гаусса-Бонне на гладком четырехмерном многообра­
зии Ω с сингулярной гиперповерхностью Σ0 вариация по метрике с закреплен­
ными концами равна нулю, если на Σ0 выполнятся условия Лихнеровича.

Отсутствие слагаемых с 𝛼4 в уравнениях движения гиперповерхности так­
же обусловлено непрерывностью первых производных по метрике на Σ0.

Для светоподобного двойного слоя систему уравнений (1.44-1.46) можно
упростить, пользуясь тем, что 𝑔𝑛𝑛|Σ0

= 𝜀 = 0 для данного случая:

1

2
(𝛽1 − 𝛽2) Γ

𝑛
𝑖𝑗 𝑔

𝑖𝑛𝑔𝑗𝑛[𝑅] =
1

4
(𝛽1 − 𝛽2) 𝑔

𝑛𝑘𝑔𝑖𝑛𝑔𝑗𝑛 𝜕𝑘𝑔𝑖𝑗 [𝑅] = 0 = 8𝜋𝑆𝑛𝑛, (1.47)

1

2
(𝛽1 − 𝛽2)𝑔

𝑛𝑘[O𝑘𝑅
𝑖𝑛] + 𝛽1𝑔

𝑎𝑛Γ𝑛
𝑎𝑐[𝑅

𝑐𝑖] +
1

2
𝛽2
{︀
𝑔𝑖𝑛𝑔𝑛𝑘[𝜕𝑘𝑅] + 𝑔𝑎𝑛𝑔𝑐𝑖 Γ𝑛

𝑎𝑐[𝑅]
}︀
−

− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2)

{︂
−1

2
𝑔𝑎𝑛𝑔𝑐𝑛 Γ𝑖

𝑎𝑐[𝑅]− 1

2
𝑔𝑘𝑛 𝑔𝑖𝑛Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅]− 1

2
[𝜕𝑘
(︀
𝑔𝑘𝑛𝑔𝑖𝑛𝑅

)︀
]

}︂
−

− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2)

{︀
[O𝑖𝑅𝑛𝑛] + 𝑔𝑛𝑖 Γ𝑛

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑐] + 𝑔𝑛𝑐 Γ𝑛

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑖]
}︀
= 8𝜋 𝑆𝑖𝑛, (1.48)
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𝛽1
{︀
𝑔𝑛𝑘[O𝑘𝑅

𝑖𝑗] + [𝜕𝑘
(︀
𝑔𝑘𝑛𝑅𝑖𝑗

)︀
] + 𝑔𝑘𝑛Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑖𝑗] + 𝑔𝑎𝑛Γ𝑖

𝑎𝑐[𝑅
𝑐𝑗] + 𝑔𝑎𝑛Γ𝑗

𝑎𝑐[𝑅
𝑐𝑖]
}︀
+

+
1

2
𝛽2
{︀
[𝜕𝑘
(︀
𝑔𝑘𝑛𝑔𝑖𝑗𝑅

)︀
] + 𝑔𝑘𝑛 𝑔𝑖𝑗Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅] + 𝑔𝑎𝑛𝑔𝑐𝑗 Γ𝑖
𝑎𝑐[𝑅] + 𝑔𝑎𝑛𝑔𝑐𝑖 Γ𝑗

𝑎𝑐[𝑅]
}︀
−

− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2) { [𝜕𝑘

(︀
𝑔𝑛𝑖𝑅𝑘𝑗

)︀
] + 𝑔𝑛𝑖 Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑘𝑗] + 𝑔𝑛𝑗 Γ𝑖

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑐] + 𝑔𝑛𝑐 Γ𝑖

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑗]+

+ [O𝑖𝑅𝑛𝑗] + [O𝑗𝑅𝑛𝑖] + [𝜕𝑘
(︀
𝑔𝑛𝑗𝑅𝑘𝑖

)︀
] + 𝑔𝑛𝑗 Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑘𝑖] + 𝑔𝑛𝑖 Γ𝑗

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑐] + 𝑔𝑛𝑐 Γ𝑗

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑖] }+

+
1

2
𝛽2 𝑔

𝑖𝑗𝑔𝑛𝑘[𝜕𝑘𝑅] +
1

2
[𝑅] 𝑔𝑘𝑛𝑔𝑙𝑛(𝛽1 + 𝛽2)𝐵

𝑖𝑗
𝑘𝑙(𝑦) = 8𝜋 𝑆𝑖𝑗, 𝑖,𝑗,𝑘,𝑙 ̸= 𝑛. (1.49)

В уравнении (1.47) множитель 𝑔𝑛𝑘𝑔𝑖𝑛𝑔𝑗𝑛 𝜕𝑘𝑔𝑖𝑗 равен нулю для светоподоб­
ной гиперповерхности:

𝑔𝑛𝑘𝑔𝑖𝑛𝑔𝑗𝑛 𝜕𝑘𝑔𝑖𝑗 = 𝑁𝑎𝑁 𝑏𝑁 𝑐 𝜕𝑐𝑔𝑎𝑏 = 𝜕𝑐
(︀
𝑁𝑎𝑁 𝑏𝑁 𝑐 𝑔𝑎𝑏

)︀
− 2 𝑔𝑎𝑏𝑁

𝑏𝑁 𝑐 𝜕𝑐𝑁
𝑎 =

= −2𝑁𝑎𝑁
𝑐 𝜕𝑐𝑁

𝑎 = −2𝛿𝑛𝑎 𝑔
𝑛𝑐 𝜕𝑐 𝑔

𝑛𝑎 = 0 ,

откуда следует, что 𝑆𝑛𝑛 равен нулю в любой системе координат, так как это
скаляр: 𝑆𝑛𝑛 = 𝑁𝑎𝑁𝑏𝑆

𝑎𝑏.
Во-первых, это означает отсутствие «внешнего давления» для любой

светоподобной сингулярной гиперповерхности. Во-вторых, что светоподобный
двойной слой возможно является источником излучения, так как «внешний по­
ток» - 𝑆𝑛𝑖 = 𝑆𝑖

𝑎𝑁
𝑎, предположительно связан с излучением, и он не может быть

нулевым, если речь идет о двойном слое, а не о тонкой оболочке.
Не углубляясь в детали, отметим, что физический смысл рассматривае­

мых компонент поверхностного тензора энергии-импульса для светоподобного
случая можно связать с термодинамической интерпретацией гравитационного
момента на светоподобной гиперповерхности, которая представлена в работах
[66—68]. Кроме того, далее будет показано, что в специальных координатах
{𝑛,𝜆,𝜃𝐴} «внешний поток» имеет только одну ненулевую компоненту, которую
можно записать в инвариантной форме:

𝑆𝑛𝜆 = 𝑆𝑎𝑏𝑁𝑎𝑙𝑏 ,

где 𝜆 - параметр, изменяющийся вдоль светоподобной геодезической конгруэн­
ции, формирующей Σ0, 𝑙𝑎 - вспомогательный светоподобный вектор. Проекции
такого типа используются в вышеупомянутых статьях для аналога первого зако­
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на термодинамики для геометрических величин, описывающих произвольную
светоподобную гиперповерхность.

При выводе уравнений (1.44-1.46) гиперповерхность Σ0 считалась задан­
ной априори, но при работе с приложениями возникает обратная задача, когда
решения уравнений движения в областях Ω± - 𝑔±𝑎𝑏 известны, и требуется най­
ти уравнение гиперповерхности, на которой происходит сшивка. В этом случае
уравнения с 𝑆𝑛𝑛 и 𝑆𝑛𝑖 в правой части вместе с условиями Лихнеровича задают
саму гиперповерхность Σ0, тогда как уравнения с 𝑆𝑖𝑗 в правой части служат
для определения «произвольных» функций 𝐵𝑖𝑗

𝑘𝑙(𝑦).
Для тонких оболочек картина иная. Основными критерием того, что Σ0

представляет из себя тонкую оболочку, а не двойной слой, является отсутсвие
произвольных функций в уравнениях движения гиперповерхности. Для време­
ниподобного и пространственноподобного случаев этот критерий сводится к от­
сутствию скачков в тензоре Риччи: [𝑅𝑏𝑑] = 0. Для светоподобной гиперповерх­
ности это отсутствие скачков в скалярной кривизне [𝑅] = 0. При этом неко­
торые скачки в тензоре Риччи могут быть ненулевыми, в частности [𝑅𝑛𝑛], так
как 𝑔𝑛𝑛|Σ0

= 0 для светоподобной гиперповерхности. Можно показать, что из
равенства нулю соответствующих скачков для любого типа гиперповерхностей
помимо отсутсвия произвольных функций также следует, что 𝑆𝑛𝑛 = 𝑆𝑛𝑖 = 0.

Докажем, что если сингулярная гиперповерхность в квадратичной грави­
тации удовлетворяет соответствующим типу гиперповерхности критериям тон­
кой оболочки, то внешнее давление и внешний поток равны нулю.

Рассмотрим времениподобные и пространственноподобные гиперповерхно­
сти. Если компоненты тензора Риччи непрерывны на Σ0, уравнения (1.44,1.45)
сводятся к следующим:

𝛽2

(︂
1

2
[𝜕𝑛𝑅]− 𝜀[O𝑛𝑅

𝑛𝑛]

)︂
= 8𝜋 𝑆𝑛𝑛 ,

1

2
(𝛽1 − 𝛽2) [O

𝑛𝑅𝑖𝑛] +
1

2
𝛽2 𝑔

𝑖𝑛[𝜕𝑛𝑅]− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2) [O

𝑖𝑅𝑛𝑛] = 8𝜋 𝑆𝑖𝑛.

В первом уравнении: [O𝑛𝑅
𝑛𝑛] = [O𝑎𝑅

𝑎𝑛] = 1
2 [𝜕

𝑛𝑅] = 𝜀
2 [𝜕𝑛𝑅] при условии [𝑅𝑎𝑏] =

0, во втором:

[O𝑛𝑅𝑖𝑛] = [𝜕𝑛𝑅𝑖𝑛] =
𝜀

2
𝑔𝑖𝑛[𝜕𝑛𝑅], [𝜕𝑛𝑅] = 𝜀[𝜕𝑛𝑅],
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[O𝑖𝑅𝑛𝑛] = 𝑔𝑖𝑛[O𝑛𝑅
𝑛𝑛] =

𝜀

2
𝑔𝑖𝑛[𝜕𝑛𝑅],

поэтому 𝑆𝑛𝑖 = 𝑆𝑛𝑛 = 0.
Для светоподобной гиперповерхности проще всего рассмотреть вектор

𝑆𝑎𝑏𝑁𝑏 в координатах {𝑛,𝜆, 𝜃𝐴}. Из уравнения (3.12) следует, что единственная
его ненулевая компонента:

𝑆𝑎𝑏𝑁𝑎 = 𝑆𝑛𝜆 =
1

16𝜋
(𝛽1 + 𝛽2)

(︀
[𝜕𝜆𝑅] + Γ𝑘

𝑘𝜆 [𝑅]
)︀
,

равна нулю, если скалярная кривизна непрерывна на гиперповерхности: [𝑅] =

0. Если вектор 𝑆𝑎𝑏𝑁𝑎 равен нулю на Σ0 в некотороых специальных координа­
тах, он не может быть ненулевым в любой другой системе координат, поэтому
«внешнее давление» и «внешний поток» равны нулю.

Таким образом, уравнения движения времениподобной и пространствен­
ноподобной тонких оболочек являются частным случаем системы (1.44-1.46),
для которого выполняется дополнительное условие [𝑅𝑏𝑑] = 0:

𝑆𝑛𝑛 = 𝑆𝑛𝑖 = 0,

𝛽1[O
𝑛𝑅𝑖𝑗] +

1

2
𝛽2 𝑔

𝑖𝑗[𝜕𝑛𝑅]− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2)

{︀
[O𝑖𝑅𝑛𝑗] + [O𝑗𝑅𝑛𝑖]

}︀
= 8𝜋 𝑆𝑖𝑗, 𝑖,𝑗 ̸= 𝑛.

(1.50)

Аналогично, для светоподобных тонких оболочек получим:

𝑆𝑛𝑛 = 𝑆𝑛𝑖 = 0,

𝛽1
{︀
𝑔𝑛𝑘[O𝑘𝑅

𝑖𝑗] + [𝜕𝑘
(︀
𝑔𝑘𝑛𝑅𝑖𝑗

)︀
] + 𝑔𝑘𝑛Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑖𝑗] + 𝑔𝑎𝑛Γ𝑖

𝑎𝑐[𝑅
𝑐𝑗] + 𝑔𝑎𝑛Γ𝑗

𝑎𝑐[𝑅
𝑐𝑖]
}︀
−

−1

2
(𝛽1+𝛽2)

{︀
[O𝑖𝑅𝑛𝑗] + [𝜕𝑘

(︀
𝑔𝑛𝑖𝑅𝑘𝑗

)︀
] + 𝑔𝑛𝑖 Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑘𝑗] + 𝑔𝑛𝑗 Γ𝑖

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑐] + 𝑔𝑛𝑐 Γ𝑖

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑗]
}︀
−

−1

2
(𝛽1+𝛽2)

{︀
[O𝑗𝑅𝑛𝑖] + [𝜕𝑘

(︀
𝑔𝑛𝑗𝑅𝑘𝑖

)︀
] + 𝑔𝑛𝑗 Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑘𝑖] + 𝑔𝑛𝑖 Γ𝑗

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑐] + 𝑔𝑛𝑐 Γ𝑗

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑖]
}︀
=

= 8𝜋 𝑆𝑖𝑗, 𝑖,𝑗,𝑘 ̸= 𝑛. (1.51)

Кроме того, далее будет продемонстрировано, что для светоподобной ги­
перповерхности условие [𝑅] = 0 выполняется для случая, когда Σ0 является,
как минимум локально, слоем некоторого светоподобного слоения Ω.
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1.4 Консервативность тензора энергии-импульса в квадратичной
гравитации

Покажем консервативность тензора энергии-импульса для квадратичной
гравитации. Уравнения движения (1.33) можно переписать, с учетом соотноше­
ния (1.3):

𝐻𝑎𝑏 = 2 (4𝛼1 + 𝛼2)𝐵𝑎𝑏 +

(︂
𝛼3 +

1

3
𝛼1 +

1

3
𝛼2

)︂
𝐷𝑎𝑏+

+ 𝛼4𝐺𝑎𝑏 − 𝛼5
1

2
𝑔𝑎𝑏Λ = 8𝜋𝑇𝑎𝑏. (1.52)

Здесь 𝐺𝑎𝑏 = 𝑅𝑎𝑏 − 1
2𝑔𝑎𝑏𝑅 - тензор Эйнштейна, 𝐵𝑎𝑏 =

(︀
O𝑐O𝑑 + 1

2 𝑅
𝑐𝑑
)︀
𝐶𝑎𝑐𝑏𝑑 -

тензор Баха, тензор 𝐷𝑎𝑏 определяется из соотношения:

𝛿
(︀
𝑅2√𝑔

)︀
= 𝐷𝑎𝑏 𝛿𝑔

𝑎𝑏,

соответственно:

𝐷𝑎𝑏 =

(︂
2𝑅𝑎𝑏 −

1

2
𝑔𝑎𝑏𝑅 + 2 𝑔𝑎𝑏�− 2O𝑏O𝑎

)︂
𝑅 .

Можно заметить, что в уравнении (1.52) отсутствует слагаемое, соответствую­
щее вариации поправки Гаусса-Бонне. Это связано с тем, что в четырех изме­
рениях слагаемое Гаусса-Бонне является чисто топологическим [63—65]:

1

32𝜋2

∫︁
Ω

𝐺𝐵
√︀

|𝑔| 𝑑4𝑥 = 𝜒(Ω), (1.53)

где 𝜒(Ω) - Эйлерова характеристика многообразия Ω. Соответственно, разло­
жение (1.52) верно только в четырех измерениях, в остальных случаях следует
также учитывать вклад от поправки Гаусса-Бонне.
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Из общей формулы (1.30) для 𝐻𝑎𝑏 можно также вывести альтернативную
запись для тензора Баха:

𝐵𝑎𝑏 =
1

2
�𝑅𝑎𝑏 −

1

6

(︂
O𝑎O𝑏 +

1

2
𝑔𝑎𝑏�

)︂
𝑅− 1

3
𝑅𝑅𝑎𝑏 +𝑅𝑎𝑐𝑏𝑑𝑅

𝑐𝑑+

+
1

4

(︂
1

3
𝑅2 −𝑅𝑐𝑑𝑅

𝑐𝑑

)︂
𝑔𝑎𝑏, (1.54)

если воспользоваться при этом тождеством Де Витта:

𝐶𝑎𝑒𝑐𝑑𝐶𝑏
𝑒𝑐𝑑 =

1

4
𝐶2 𝑔𝑎𝑏 . (1.55)

Из формулы (1.54) очевидна симметричность тензора Баха, а также то, что
он обнуляется вакуумными решениями уравнений Эйнштейна с ненулевым
Λ-членом. Поясним этот факт подробнее, вакуумные уравнения движения для
действия общей теории относительности:

𝑅𝑎𝑏 =
1

2
𝑔𝑎𝑏

(︂
𝑅 +

𝛼5

𝛼4
Λ

)︂
, (1.56)

откуда находим: 𝑅𝑎𝑏 = −1
2
𝛼5

𝛼4
Λ𝑔𝑎𝑏, 𝑅 = −2𝛼5

𝛼4
Λ. Подставляя эти соотношения в

(1.54), получим 𝐵𝑎𝑏 = 0. Это означает, что для конформной гравитации, дей­
ствие для которой содержит только слагаемое пропорциональное 𝐶2, все реше­
ния (1.56) являются вакуумными. С другой стороны, то же самое верно для
тензора 𝐷𝑎𝑏, он обнуляется решениями (1.56). Соответственно, можно сделать
вывод, что, по крайней мере в четырех измерениях, вакуумные решения общей
теории относительности являются также вакуумными решениями квадратич­
ной гравитации [69] .

Покажем консервативность тензора Баха:

O𝑏𝐵
𝑎𝑏 = O𝑏O𝑐O𝑑𝐶

𝑎𝑐𝑏𝑑 +
1

2
O𝑏𝑅𝑐𝑑𝐶

𝑎𝑐𝑏𝑑 +
1

2
𝑅𝑐𝑑O𝑏𝐶

𝑎𝑐𝑏𝑑.
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Первое слагаемое можно преобразовать, воспользовавшись симметриями тензо­
ра Вейля:

O𝑏O𝑐O𝑑𝐶
𝑎𝑐𝑏𝑑 = O𝑏O𝑐O𝑑𝐶

𝑏𝑐𝑎𝑑 = O𝑏O𝑐O𝑑𝐶
𝑎𝑑𝑏𝑐 =

=
1

2

(︀
O𝑏O𝑐O𝑑𝐶

𝑎𝑑𝑏𝑐 − O𝑐O𝑏O𝑑𝐶
𝑎𝑑𝑏𝑐
)︀
=

1

2

(︂
1

6
𝑅𝑎𝑏O𝑏𝑅−𝑅𝑎𝑏𝑐𝑑O𝑐𝑅𝑏𝑑

)︂
, (1.57)

при выводе этого соотношения также были использованы тождества Бианки и
правила коммутации ковариантных производных. Отсюда напрямую следует,
что O𝑏𝐵

𝑎𝑏 = 0.
Далее, продемонстрируем консервативность тензора 𝐷𝑎𝑏:

O𝑏𝐷
𝑎𝑏 = O𝑏

(︂(︂
2𝑅𝑎𝑏 − 1

2
𝑔𝑎𝑏𝑅 + 2 𝑔𝑎𝑏�− 2O𝑏O𝑎

)︂
𝑅

)︂
=

= 2 (O𝑎O𝑏 − O𝑏O
𝑎)O𝑏𝑅 + 2𝑅𝑎𝑏O

𝑎𝑅 = 0, (1.58)

при выводе этого соотношения мы воспользовались следствием дифференци­
ального тождества Бианки: O𝑏𝑅

𝑎𝑏 = 1
2O

𝑎𝑅 .
Таким образом, с учётом консервативности 𝐺𝑎𝑏, мы доказали консерватив­

ность тензора 𝐻𝑎𝑏 и, как следствие, тензора энергии-импульса в квадратичной
гравитации.

Сохранение полного тензора энергии-импульса в квадратичной гравита­
ции было показано при условии, что все тензоры и их производные, входящие
в уравнения поля, хорошо определены, что верно в объеме, т.е. в Ω± областях.
Если же существует скачок или дельта-функция в распределении вещества, воз­
никает сингулярная гиперповерхность, на которой объемные уравнения поля не
выполняются. На такой гиперповерхности две различные метрики, которые яв­
ляются решениями полевых уравнений в двух рассматриваемых объемах, долж­
ны быть связаны посредством так называемых условий сшивки. В общей теории
относительности это уравнения Израэля для тонких оболочек, в квадратичной
гравитации - уравнения (1.44–1.46).

Исследуем консервативность тензора энергии-импульса в квадратичной
гравитации для пространства-времени с сингулярной гиперповерхностью. При
этом в качестве базового предположения примем, что тензор энергии-импульса
сохраняется. Оно справедливо для физических моделей, в которых сингуляр­
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ное распределение материи представляет из себя некоторый предельный случай
несингулярного. Как отмечено ранее, будем считать, что тензор энергии-импуль­
са имеет структуру:

𝑇 𝑎𝑏 = 𝑆𝑎𝑏 𝛿(𝑛(𝑥)) + 𝑇+𝑎𝑏Θ(𝑛(𝑥)) + 𝑇−𝑎𝑏Θ(−𝑛(𝑥)),

где 𝑛(𝑥) = 0 - уравнение гиперповерхности в некоторых координатах, непре­
рывных в ее окрестности. Условие консервативности сводится к следующему:

O𝑏𝑇
𝑎𝑏 = O𝑏𝑆

𝑎𝑏 𝛿(𝑛(𝑥)) + O𝑏𝑇
+𝑎𝑏Θ(𝑛(𝑥)) + O𝑏𝑇

−𝑎𝑏Θ(−𝑛(𝑥))+

+ 𝑆𝑎𝑏 𝛿′(𝑛(𝑥)) 𝜕𝑏𝑛(𝑥) + [𝑇 𝑎𝑏] 𝛿(𝑛(𝑥)) 𝜕𝑏𝑛(𝑥) =

= O𝑏𝑆
𝑎𝑏 𝛿(𝑛(𝑥)) + 𝑆𝑎𝑏 𝛿′(𝑛(𝑥)) 𝜕𝑏𝑛(𝑥) + [𝑇 𝑎𝑏] 𝛿(𝑛(𝑥)) 𝜕𝑏𝑛(𝑥) = 0 , (1.59)

здесь было использовано доказанное выше утверждение: O𝜈𝑇
±𝜇𝜈 = 0.

Представленное соотношение рассматривается как равенство обобщенных
фукций, т.е. действия правой и левой частей на произвольную пробную функ­
цию должны совпадать, но так как в этом выражении содержится производная
дельта-функции, то после интегрирования в уравнениях (1.59) возникнут че­
тыре произвольные функции, поэтому за счет соотвествующего выбора этих
функций всегда можно добиться выполнения условия консервативности. Вы­
ше мы предположили, что рассматривается самый общий случай сингулярной
гиперповерхности в квадратичной гравитации, то есть двойной слой. Если же
сузить класс сингулярных гиперповехностей до тонких оболочек, уравнения
(1.59) меняются существенным образом. Как будет показано далее, для этого
типа сингулярных гиперповерхностей не только в общей теории относительно­
сти, но и в квадратичной гравитации все компоненты вектора 𝑆𝜇𝜈𝜕𝜈𝑛(𝑥) равны
нулю. Таким образом, в условии консервативности не возникает производной
дельта-функции, поэтому система (1.59) сводится к следующей:

O𝑏𝑆
𝑎𝑏 + [𝑇 𝑎𝑏] 𝜕𝑏𝑛 = 0 . (1.60)

Далее, разберем несколько частных случаев для уравнений (1.60), начиная
с гауссовой нормальной системы координат, которая используется при описании
времениподобных и пространственноподобных гиперповерхностей. Метрика в
окрестности Σ0 имеет форму (4.1), соответственно, условие консервативности
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для времениподобной или пространственноподобной тонкой оболочки:

Γ𝑛
𝑖𝑗 𝑆

𝑖𝑗 + [𝑇 𝑛𝑛] = 0, 𝜕𝑗𝑆
𝑖𝑗 + Γ𝑖

𝑘𝑗𝑆
𝑘𝑗 + Γ𝑘

𝑘𝑗𝑆
𝑖𝑗 + [𝑇 𝑖𝑛] = 0, 𝑖,𝑗,𝑘 ̸= 𝑛 . (1.61)

Рассмотрим уравнения (1.61) для сферически-симметричного случая с
метрикой (4.6), для котрого 𝑆02 = 𝑆03 = 𝑆23 = 0, 𝑆33 = 1

sin2 𝜃
𝑆22 :

[𝑇 𝑛𝑛]− 𝜀

2
𝜕𝑛𝛾00 𝑆

00+2𝜀𝑟 𝜕𝑛𝑟 𝑆
22 = 0, 𝜕𝜏𝑆

00+2
𝜕𝜏𝑟

𝑟
𝑆00−2𝜀𝑟 𝜕𝜏𝑟 𝑆

22+[𝑇 0𝑛] = 0,

𝜕2𝑆
22 = 0, 𝜕3𝑆

33 = 0 . (1.62)

Для времениподобных и пространственноподобных тонких оболочек в кон­
формной гравитации 𝑆2

2 = 𝑆3
3 = −1

2𝑆
0
0 , поэтому соотношения (1.62) дополни­

тельно упрощаются:

𝑆0
0

(︂
1

2
𝜕𝑛𝛾00 +

𝜀𝜕𝑛𝑟

𝑟

)︂
+ [𝑇 𝑛𝑛] = 0,

1

𝑟3
𝜕𝜏
(︀
𝑟3𝑆0

0

)︀
− 𝜀[𝑇 0𝑛] = 0, 𝜕2𝑆

22 = 0, 𝜕3𝑆
33 = 0 . (1.63)

Перейдем к светоподобным тонким оболочкам, для которых в координа­
тах {𝑛, 𝜆, 𝜃𝐴} метрика в окрестности гиперповерхности сводится к (3.19), и
𝑆𝜆𝜆 - единственная ненулевая компонента тензора энергии-импульса. Уравне­
ния (1.60) для этого случая:

𝛿𝑎𝜆 𝜕𝜆𝑆
𝜆𝜆 + [𝑇 𝑎𝑛] = 0 . (1.64)

1.5 Сферически симметричный случай

Исследуем частный случай светоподобных сингулярных гиперповерхно­
стей - сферически симметричные светоподобные гиперповерхности, разделяю­
щие два сферически симметричных пространства-времени.
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Рассмотрим сферически-симметричную метрику самого общего вида:

𝑑𝑠2 = 𝛾𝛼𝛽(𝑥) 𝑑𝑥
𝛼𝑑𝑥𝛽 − 𝑟2(𝑥)

(︀
𝑑𝜃2 + sin2 𝜃 𝑑𝜑2

)︀
= 𝑟2(𝑥)

(︀̃︀𝛾𝛼𝛽(𝑥) 𝑑𝑥𝛼𝑑𝑥𝛽 − 𝑑Ω2
)︀
,

𝛼,𝛽 = 0, 1, (1.65)

а также введем дополнительные обозначения:

𝑑̃︀𝑠2 = ̃︀𝑔𝑎𝑏 𝑑𝑥𝑎 𝑑𝑥𝑏 = 𝑑̃︀𝑠22 − 𝑑Ω2, 𝑑̃︀𝑠22 = ̃︀𝛾𝛼𝛽(𝑥) 𝑑𝑥𝛼𝑑𝑥𝛽.
Здесь и далее используется 2 + 2 разложение метрики в случае сферической
симметрии. Примем также, что 𝑥1 = 𝑛, и координата 𝑥0 может быть как вре­
мениподобной (пространственноподобной), так и светоподобной, в зависимости
от типа гиперповерхности;

Для геометрии такого типа выполняются следующие соотношения:

𝑅𝜃𝜃 = 1 + 𝑟𝜎 +Δ, 𝑅𝜑𝜑 = 𝑅𝜃𝜃 𝑠𝑖𝑛
2𝜃, (1.66)

𝑅𝛼𝛽 =
𝛾𝛼𝛽
𝑟2

(︂
1

2
̃︀𝑅 +Δ− 𝑟 𝜎

)︂
− 2

𝑟
O𝛼O𝛽 𝑟, (1.67)

𝑅 =
1

𝑟2

(︁ ̃︀𝑅− 2− 6 𝑟 𝜎
)︁
, (1.68)

� =
1

𝑟2

{︃̃︀�+
2

𝑟
̃︀𝜕𝛼𝑟 𝜕𝛼 −

𝜕𝜃 (sin 𝜃 𝜕𝜃)

sin 𝜃
−

𝜕2
𝜙𝜙

sin2 𝜃

}︃
,

O𝛼O𝛽 = ̃︀O𝛼̃︀O𝛽 −
1

𝑟

(︁
𝜕𝛼𝑟 𝜕𝛽 + 𝜕𝛽𝑟 𝜕𝛼 − ̃︀𝛾𝛼𝛽 ̃︀𝜕𝜆𝑟 𝜕𝜆

)︁
,

где Δ, 𝜎, ̃︀𝑅 - инварианты сферической геометрии:

Δ = 𝛾𝛼𝛽 𝜕𝛼𝑟 𝜕𝛽𝑟 =
1

𝑟2
̃︀Δ, 𝜎 = 𝛾𝛼𝛽 O𝛼O𝛽 𝑟 =

1

𝑟2
̃︀𝜎 =

1

𝑟2
̃︀� 𝑟, (1.69)
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̃︀𝑅 =
1̃︀𝛾 (︀−𝜕2

11̃︀𝛾00 + 2𝜕2
01̃︀𝛾01 − 𝜕2

00̃︀𝛾11)︀+ 1

2̃︀𝛾2

(︁̃︀𝛾11 (𝜕1̃︀𝛾00)2 + ̃︀𝛾00 (𝜕0̃︀𝛾11)2)︁+
+

1

2̃︀𝛾2
(𝜕1̃︀𝛾00 (−𝜕0̃︀𝛾11 ̃︀𝛾10 + 𝜕1̃︀𝛾11 ̃︀𝛾00 − 2𝜕1̃︀𝛾01 ̃︀𝛾10))+
+

1

2̃︀𝛾2
(𝜕0̃︀𝛾11 (𝜕0̃︀𝛾00 ̃︀𝛾11 − 2 𝜕0̃︀𝛾10 ̃︀𝛾10))+

+
1

2̃︀𝛾2
(𝜕0̃︀𝛾00 (𝜕1̃︀𝛾11 ̃︀𝛾01 − 2 𝜕1̃︀𝛾10 ̃︀𝛾11)− 2 𝜕0̃︀𝛾10 (𝜕1̃︀𝛾11 ̃︀𝛾00 − 2 𝜕1̃︀𝛾10 ̃︀𝛾10)) . (1.70)

Выше использованы обозначения ̃︀𝑅, ̃︀𝛾, ̃︀O, ̃︀� для скалярной кривизны,
детерминанта, ковариантной производной и лапласиана двумерной «метрики»̃︀𝛾𝛼𝛽 соответственно.

Прежде, чем переходить к сингулярным гиперповерхностям, выразим так­
же квадратичные комбинации, присутсвующие в лагранжиане квадратичной
гравитации, через представленные выше инварианты сферической геометрии:

𝑅𝑎𝑏𝑅
𝑎𝑏 =

2

𝑟4
(1 + Δ + 𝑟 𝜎)2 +

2

𝑟4

(︂
1

2
̃︀𝑅 +Δ− 𝑟 𝜎

)︂ (︂
1

2
̃︀𝑅 +Δ− 3 𝑟 𝜎

)︂
+

+
4

𝑟2
O𝛼O𝛽𝑟O

𝛼O𝛽𝑟, 𝑅2 =
1

𝑟4

(︂̃︀𝑅− 2− 6 ̃︀𝜎
𝑟

)︂2

, (1.71)

𝑅𝑎𝑏𝑐𝑑𝑅
𝑎𝑏𝑐𝑑 =

4

𝑟4
(1 + Δ + 𝑟 𝜎)2 +

4

𝑟4

(︂
1

2
̃︀𝑅 +Δ− 𝑟 𝜎

)︂ (︂
1

2
̃︀𝑅 +Δ− 3 𝑟 𝜎

)︂
+

+
8

𝑟2
O𝛼O𝛽𝑟O

𝛼O𝛽𝑟 +
4𝜎

𝑟3
( ̃︀𝑅− 2− 3𝑟𝜎) . (1.72)

Рассмотрим уравнения движения сферически-симметричной сингулярной
гиперповерхности произвольного типа:

1

2
(𝛽1 − 𝛽2)

(︀
𝛾0𝑛
)︀2

Γ𝑛
00[𝑅]− 𝜀𝛽1

(︀
Γ𝑛
00[𝑅

00] + 2Γ𝑛
22[𝑅

22]
)︀
+

+
𝜀

2
𝛽2
(︀
𝜕0𝛾

0𝑛 + 𝛾𝛼𝑛Γ𝑖
𝑖𝛼 − 𝛾0𝑛Γ𝑛

0𝑛

)︀
[𝑅] = 8𝜋𝑆𝑛𝑛 (1.73)
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1

2
(𝛽1−𝛽2)[O

𝑛𝑅0𝑛]+
1

2
(𝛽1 − 𝛽2) 𝛾

𝛼𝑛Γ𝑛
𝛼𝛽[𝑅

𝛽0]+
1

2
𝛽2
{︀
𝛾0𝑛[𝜕𝑛𝑅] + 𝛾𝛼𝑛𝛾𝛽0 Γ𝑛

𝛼𝛽[𝑅]
}︀
−

− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2)

{︂
−1

2
𝛾𝛼𝑛𝛾𝛽𝑛 Γ0

𝛼𝛽[𝑅]− 1

2

(︀
𝛾0𝑛
)︀2

Γ𝑎
𝑎0[𝑅] + [O0𝑅𝑛𝑛] + 𝜀Γ0

𝑎𝑏[𝑅
𝑎𝑏]

}︂
−

− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2)

{︂
𝜀[𝜕0𝑅

00] + 𝜀Γ𝑎
𝑎0[𝑅

00] + 𝛾𝑛0 Γ𝑛
𝑎𝑏[𝑅

𝑎𝑏]− 1

2
𝜕0

[︁(︀
𝛾0𝑛
)︀2

𝑅
]︁}︂

= 8𝜋 𝑆0𝑛,

𝑆𝑛2 = 𝑆𝑛3 = 0, (1.74)

𝛽1
{︀
[O𝑛𝑅00] + [𝜕0

(︀
𝛾0𝑛𝑅00

)︀
] + 𝛾0𝑛Γ𝑎

𝑎0[𝑅
00] + 2𝛾𝛽𝑛Γ0

𝛼𝛽[𝑅
𝛼0]
}︀
− (𝛽1 + 𝛽2)[O

0𝑅𝑛0]+

+
1

2
𝛽2
{︀
𝛾00[𝜕𝑛𝑅] + [𝜕0

(︀
𝛾0𝑛𝛾00𝑅

)︀
] + 𝛾0𝑛 𝛾00Γ𝑎

𝑎0[𝑅] + 2𝛾𝛽𝑛𝛾𝛼0 Γ0
𝛼𝛽[𝑅]

}︀
−

− (𝛽1 + 𝛽2)
{︀
[𝜕0
(︀
𝛾𝑛0𝑅00

)︀
] + 𝛾𝑛0 Γ𝑎

𝑎0[𝑅
00] + 𝑔𝑛0 Γ0

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑐] + 𝛾𝑛𝛼 Γ0

𝛼𝛽[𝑅
𝛽0]
}︀
+

+

{︂
1

2
[𝑅]
(︁(︀

𝛾0𝑛
)︀2

(𝛽1 + 𝛽2)− 𝜀 𝛾00 𝛽2

)︁
− 𝜀 𝛽1 [𝑅

00]

}︂
𝐵00

00(𝑥
0) = 8𝜋 𝑆00, (1.75)

− 𝛽1

{︂[︁
𝜕𝑛
(︁𝜎
𝑟

)︁]︁
+ 𝑟2 𝜕0

[︂
𝛾0𝑛

𝑟3
𝜎

]︂
+

𝛾0𝑛

𝑟
Γ𝑎
𝑎0[𝜎] + 2

𝛾𝛼𝑛

𝑟
Γ2
𝛼2[𝜎]

}︂
+

+
1

2
𝛽2

{︂
[𝜕𝑛𝑅] + 𝑟2𝜕0

[︂
𝛾0𝑛

𝑟2
𝑅

]︂
+ 𝛾0𝑛 Γ𝑎

𝑎0[𝑅] + 2 𝛾𝛼𝑛 Γ2
𝛼2[𝑅]

}︂
−

− (𝛽1 + 𝛽2)

{︂
1

𝑟3
Γ𝑛
22[𝜎] +

1

2
𝛾𝑛𝛼 Γ2

2𝛼[𝑅]− 𝛾𝑛𝛼

𝑟
Γ2
2𝛼[𝜎]

}︂
−

− 𝜀

{︂
1

2
𝛽2[𝑅]− 1

𝑟
𝛽1 [𝜎]

}︂
𝐵22

22(𝑥
0) = 8𝜋 𝑆2

2 , 𝑆3
3 = 𝑆2

2 . (1.76)

В силу сферической симметрии, в данных уравнениях принято, что:

𝐵𝑖𝑗
33 = 𝐵𝑖𝑗

22,

а также, без ограничения общности можно считать, что 𝐵00
00 , 𝐵

22
22 , 𝐵

33
33 - един­

ственные ненулевые компоненты тензора 𝐵𝑖𝑗
𝑘𝑙.

Покажем связь скачков, присутствующих в уравнениях движения, с пред­
ставленными выше инвариантами:

[𝑅00] =
𝛾00

2𝑟2
[ ̃︀𝑅]− 𝛾00

𝑟
[𝜎]− 2

𝑟
[O0O0𝑟],
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[𝑅𝑛𝑛] =
𝜀

2
[𝑅], [𝑅𝑛0] =

1

2
𝛾𝑛0[𝑅], [𝑅] =

1

𝑟2
[ ̃︀𝑅]− 6

𝑟
[𝜎],

[O𝑛𝑅0𝑛] =
1

2
𝛾0𝑛𝜕0[𝛾

0𝑛𝑅] +
1

2
𝛾𝑛0[𝑅]

(︀
Γ0
00 𝛾

0𝑛 + Γ𝑛
0𝑛 𝛾

0𝑛 − 𝜀Γ0
0𝑛 − 2𝜀Γ2

2𝑛

)︀
+

+
𝜀

2
[𝜕0𝑅]− 𝜀[𝜕0𝑅

00] +
(︀
𝛾0𝑛Γ𝑛

00 − 2𝜀Γ0
00 − 2𝜀Γ2

20

)︀
[𝑅00]− 2𝜀Γ0

22[𝑅
22],

[O0𝑅𝑛𝑛] =
1

2

(︀
2𝛾00𝛾𝑛𝛼Γ𝑛

0𝛼 − 𝛾𝑛0𝛾𝑛𝛼Γ𝑖
𝑖𝛼 − (𝛾0𝑛)2Γ𝑛

𝑛0 − 𝛾𝑛0𝜕0𝛾
𝑛0
)︀
[𝑅]−

− 𝛾0𝑛Γ𝑛
00[𝑅

00]− 2𝛾0𝑛Γ𝑛
22[𝑅

22] + 𝛾0𝑛𝜀

2
[𝜕𝑛𝑅] +

𝜀

2
𝛾00[𝜕0𝑅],

[O𝑛𝑅00] = [𝜕𝑛𝑅00] + 2𝛾𝑛𝛼Γ0
𝛼𝛽[𝑅

0𝛽],

[O0𝑅𝑛0] =
1

2
𝛾0𝑛[𝜕0𝑅]− 𝛾0𝑛[𝜕0𝑅

00] +
1

2
𝛾00𝜕0[𝛾

0𝑛𝑅]+

+

(︂
1

2
𝛾00
(︀
𝛾𝑛𝛼Γ0

0𝛼 + 𝛾0𝑛Γ𝑛
0𝑛

)︀
−
(︀
𝛾0𝑛
)︀2 (︀

Γ0
0𝑛 + Γ2

2𝑛

)︀)︂
[𝑅]+

+ [𝑅00]
(︀
𝛾00Γ𝑛

00 − 2𝛾0𝑛
(︀
Γ0
00 + Γ2

20

)︀)︀
− 2𝛾0𝑛Γ0

22[𝑅
22].

Далее будет показано, что для светоподобной гиперповерхности непрерыв­
ность инвариантов ̃︀𝑅, 𝜎 и, как результат, скалярной кривизны, напрямую сле­
дует из условий Лихнеровича.

Для времениподобной (пространственноподобной) гиперповерхности из
приведенных выше соотношений можно заметить, что непрерывность компо­
нент тензора Риччи: [𝑅𝑎𝑏] = 0 следует из условий: [ ̃︀𝑅] = [𝜎] = 0, таким обра­
зом показано, что для сферически-симметричной сингулярной гиперповерхно­
сти произвольного типа в квадратичной гравитации, критерии тонкой оболочки
сводятся к непрерывности инвариантов ̃︀𝑅, 𝜎, если выполняются условия Лих­
неровича.

Выпишем уравнения движения для сферически-симметричной тонкой обо­
лочки произвольного типа, положив скачки соответствующих инвариантов рав­
ными нулю:

− 𝜀𝛽1Γ
𝑛
00 [𝑅

00] = 8𝜋𝑆𝑛𝑛 = 0, (1.77)
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− 𝜀𝛽1[𝜕0𝑅
00] + (𝛽1 − 𝛽2) 𝛾

0𝑛Γ𝑛
00[𝑅

00]−
− 2𝜀𝛽1

(︀
Γ0
00 + Γ2

20

)︀
[𝑅00] = 8𝜋 𝑆0𝑛 = 0, 𝑆𝑛2 = 𝑆𝑛3 = 0, (1.78)

𝛽1
{︀
𝜀[𝜕𝑛𝑅

00] + 2𝛾𝑛0[𝜕0𝑅
00]
}︀
+ 𝛽1 𝛾

0𝑛Γ𝑎
𝑎0[𝑅

00]+

+
1

2
𝛽2𝛾

00𝜀[𝜕𝑛𝑅]− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2)

(︀
𝛾0𝑛
)︀2

[𝜕𝑛𝑅] = 8𝜋 𝑆00, (1.79)

− (𝛽1 + 3𝛽2)
𝜀

𝑟
[𝜕𝑛𝜎] +

𝜀

2𝑟2
𝛽2[𝜕𝑛 ̃︀𝑅] = 8𝜋 𝑆2

2 , 𝑆3
3 = 𝑆2

2 . (1.80)

Для времениподобной (пространственноподобной) гиперповерхности
внешнее давление и внешний поток равны нулю для тонкой оболочки, так как:

[𝑅00] =
𝛾00

2𝑟2
[ ̃︀𝑅]− 𝛾00

𝑟
[𝜎]−

(︀
𝛾𝑛0
)︀2 2 𝜀

𝑟
[𝜎] = 0.

Для светоподобной гиперповерхности 𝑆𝑛𝑛 = 𝑆𝑛𝑖 = 0, так как 𝜀 = 0, Γ𝑛
00 =

1
2𝛾

𝑛0 𝜕0𝛾00 = 0. Кроме того, при выводе уравнений движения тонкой оболоч­
ки был использован тот факт, что, как будет показано далее, без ограничения
общности можно положить: 𝜕0𝛾𝑛0 = 𝜕𝑛𝛾00 = 0 для сферически-симметричной
светоподобной гиперповерхности.

1.6 Конформная гравитация

Действие конформной гравитации является частным случаем действия
квадратичной гравитации c 𝛼2 = −2𝛼1, 𝛼3 =

1
3𝛼1. Из определения лагранжи­

ана (1.3) следует, что при таком соотношении коэффициентов остается только
слагаемое пропорциональное 𝐶2:

𝑆𝑞 = − 1

16𝜋

∫︁
Ω

√
−𝑔𝛼1

(︂
𝑅𝑎𝑏𝑐𝑑𝑅

𝑎𝑏𝑐𝑑 − 2𝑅𝑎𝑏𝑅
𝑎𝑏 +

1

3
𝑅2

)︂
𝑑4𝑥 =

= − 1

16𝜋

∫︁
Ω

√
−𝑔𝛼1𝐶

2 𝑑4𝑥 (1.81)

Таким образом, уравнения движения для конформной гравитации, впер­
вые полученные в работе Р.Баха [48], представляют из себя частный случай
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(1.33).

𝐵𝑎𝑏 = O𝑐O𝑑𝐶
𝑎𝑐𝑏𝑑 +

1

2
𝐶𝑎𝑐𝑏𝑑𝑅𝑐𝑑 =

2𝜋

𝛼1
𝑇 𝑎𝑏 (1.82)

Здесь знак перед 1
2 в уравнении обусловлен выбранной сигнатурой, 𝐵𝑎𝑏 - тензор

Баха.
Определенные типы сферически симметричных решений (1.82) были полу­

чены в статье [49], в частности, далее будут использованы вакуумные решения
и решения типа Вайдья. Поскольку радиус действует как конформный множи­
тель, их общий вид совпадает с (1.65) при условии, что 𝑟2(𝑥) — произвольные
функции.

Действие (1.81) и его вариация:

𝛿𝑆𝑞 = − 𝛼1

16𝜋

∫︁
𝛿
(︀√

−𝑔 𝐶2
)︀
𝑑4𝑥 = −𝛼1

4𝜋

∫︁ √
−𝑔𝐵𝑎𝑏 𝛿𝑔

𝑎𝑏𝑑4𝑥,

конформно инвариантны, т.е. их форма не меняется при преобразовании мет­
рики типа: 𝑔𝑎𝑏 = 𝑒2𝜔̃︀𝑔𝑎𝑏, поэтому:

√
−𝑔 𝐵𝑎𝑏 𝛿𝑔

𝑎𝑏 =
√︀

−̃︀𝑔 ̃︀𝐵𝑎𝑏 𝛿̃︀𝑔𝑎𝑏,
откуда следует, что ̃︀𝐵𝑎𝑏 = 𝑒2𝜔𝐵𝑎𝑏 для четырехмерного пространства-времени. С
учетом данного соотношения, в соответствии с результатами работы [49], полу­
чим уравнение Баха для сферически-симметричного случая:

̃︀𝐵𝛼𝛽 =
1

6

{︁̃︀𝛾𝛼𝛽 ̃︀�− ̃︀O𝛼̃︀O𝛽

}︁ ̃︀𝑅 +
̃︀𝛾𝛼𝛽
24

(︁ ̃︀𝑅2 − 4
)︁
=

2𝜋

𝛼1
𝑟2𝑇𝛼𝛽 (1.83)

̃︀𝐵22 =
1

12

(︂̃︀� ̃︀𝑅 +
1

2

(︁ ̃︀𝑅2 − 4
)︁)︂

=
2𝜋

𝛼1
𝑟2𝑇22, ̃︀𝐵33 = ̃︀𝐵22 sin2 𝜃 =

2𝜋

𝛼1
𝑟2𝑇33. (1.84)

Здесь ̃︀𝐵𝑎𝑏 - тензор Баха метрики ̃︀𝑔𝑎𝑏, конформный фактор 𝑒2𝜔 = 𝑟2(𝑥).
В силу принципа наименьшего действия, конформная инвариантность 𝛿𝑆𝑞

влечет за собой конформную инвариантность вариации действия материи 𝛿𝑆𝑚,
которая, в свою очередь, приводит к бесследовости тензора энергии-импуль­
са. Для того, чтобы продемонстрировать этот факт, рассмотрим специальную
вариацию метрики, которая отвечает ее конформному преобразованию. Такая
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вариация является инфинитезимальной формой преобразования 𝑔𝑎𝑏 = 𝑒−2𝜔̃︀𝑔𝑎𝑏:
𝛿𝑔𝑎𝑏 = −2𝑔𝑎𝑏𝛿𝜔.

Действие материи должно быть инвариантно относительно этой вариации по
метрике, поэтому:

𝛿𝑆𝑚 =
1

2

∫︁ √︀
|𝑔|
(︀
𝑇𝑎𝑏𝛿𝑔

𝑎𝑏
)︀
𝑑4𝑥 = −

∫︁ √︀
|𝑔|
(︀
𝑇𝑎𝑏 𝑔

𝑎𝑏
)︀
𝛿𝜔 𝑑4𝑥 = 0,

что означает 𝑇 𝑎
𝑎 = 0 .

Далее будет приведено краткое описание вывода вакуумных решений и
решений типа Вайдья для сферически-симметричной конформной гравитации,
более детальный вывод которых можно найти в вышеупомянутой работе [49].

1.6.1 Вакуумные решения

Для вывода вакуумных сферически симметричных решений конформной
гравитации используем двойные световые координаты, в которых двумерная
«метрика» ̃︀𝛾𝛼𝛽, без ограничения общности, может быть представлена как:

𝑑̃︀𝑠22 = 2 ̃︀𝐻(𝑢,𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣. (1.85)

Для этого случая вакуумные уравнения Баха сводятся к следующим соотноше­
ниям:

𝜕2
𝑢𝑣
̃︀𝑅 = −

̃︀𝐻
4

(︁ ̃︀𝑅2 − 4
)︁
, (1.86)

𝜕𝑢

(︁
𝑙𝑛(𝜕𝑢 ̃︀𝑅)

)︁
= 𝜕𝑢

(︁
𝑙𝑛( ̃︀𝐻)

)︁
, (1.87)

𝜕𝑣

(︁
𝑙𝑛(𝜕𝑣 ̃︀𝑅)

)︁
= 𝜕𝑣

(︁
𝑙𝑛( ̃︀𝐻)

)︁
, (1.88)

где ̃︀𝑅 - двумерная скалярная кривизна метрики (1.85), которая, согласно опре­
лению, (1.70): ̃︀𝑅 =

2̃︀𝐻3

(︁
𝜕𝑢 ̃︀𝐻 𝜕𝑣 ̃︀𝐻 − ̃︀𝐻 𝜕2

𝑢𝑣
̃︀𝐻)︁ . (1.89)
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Из уравнений (1.87,1.88) следует, что:

𝜕𝑢 ̃︀𝑅 = 𝑐1(𝑣) ̃︀𝐻, 𝜕𝑣 ̃︀𝑅 = 𝑐2(𝑢) ̃︀𝐻,

где 𝑐1(𝑣), 𝑐2(𝑢) - произвольные функции своих переменных.
Сначала рассмотрим вариант, когда они обе ненулевые. В этом случае эти

функции можно свести к ±1 заменой координат следующего типа:

𝑢 ↦→ ̃︀𝑢(𝑢), 𝑣 ↦→ ̃︀𝑣(𝑣),
так как подобная замена не меняет вида метрики (1.85), без ограничения общ­
ности можно считать, что 𝑐1 = 1 = ±𝑐2, тогда:

𝜕𝑢 ̃︀𝑅 = ± 𝜕𝑣 ̃︀𝑅 = ̃︀𝐻.

Откуда следует, что ̃︀𝑅 = ̃︀𝑅(𝑢 ± 𝑣), затем с учетом этого соотношения из урав­
нения (1.86) получаем окончательный результат:

̃︀𝐻 =
1

2
|𝐴( ̃︀𝑅(𝑢,𝑣))|, 𝐴( ̃︀𝑅) =

1

6

(︁ ̃︀𝑅3 − 12 ̃︀𝑅 + 𝐶0

)︁
. (1.90)

̃︀𝑅 = ̃︀𝑅(𝑣 − 𝑢) :

∫︁
𝑑 ̃︀𝑅
𝐴( ̃︀𝑅)

=
1

2
(𝑣 − 𝑢), 𝐴( ̃︀𝑅) > 0

̃︀𝑅 = ̃︀𝑅(𝑣 + 𝑢) :

∫︁
𝑑 ̃︀𝑅
𝐴( ̃︀𝑅)

=
1

2
(𝑣 + 𝑢), 𝐴( ̃︀𝑅) < 0, (1.91)

где 𝐶0 - некоторая константа, физический смысл которой будет пояснен далее.
В некоторых задачах удобнее использовать ̃︀𝑅 в качестве одной из координат, в
этом случае решение (1.90) выражается следующим образом:

𝑑̃︀𝑠22 = 𝐴( ̃︀𝑅) 𝑑𝑡2 − 𝑑 ̃︀𝑅2

𝐴( ̃︀𝑅)
.

Здесь координата 𝑡 является временной, а ̃︀𝑅 - пространственной при 𝐴( ̃︀𝑅) > 0,
и наоборот при 𝐴( ̃︀𝑅) < 0.
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Далее, разберем случай, когда 𝑐1 = 0, тогда 𝜕𝑢 ̃︀𝑅 = 𝜕2
𝑢𝑣
̃︀𝑅 = 0, соответ­

ственно, из уравнения (1.86) следует, что ̃︀𝑅 = ±2, то есть, 𝑐2 тоже равен нулю.
Решение для функции ̃︀𝐻 можно получить из уравнения (1.89):

̃︀𝐻 =
2

(𝑢± 𝑣)2
, ̃︀𝑅 = ∓2. (1.92)

Вакуумные решения общей теории относительности одновременно явля­
ются вакуумными решениями квадратичной гравитации, в частности, тензор
Баха обнуляется вакуумными решениями уравнения Эйнштена с Λ-членом, со­
ответственно, все сферически симметричные подобные решения относятся либо
к первому, либо ко второму типу описанных выше сферически симметричных
вакуумов конформной гравитации. В частности, метрика Шварцшильда-де Сит­
тера(анти-де Ситтера) относится к семейству вакуумных решений с переменной
двумерной скалярной кривизной. Поясним этот факт более подробно. В двой­
ных световых координатах метрика Шварцшильда-де Ситтера(анти-де Ситте­
ра) имеет вид:

𝑑𝑠2 = 𝑓(𝑟(𝑢,𝑣))𝑑𝑢 𝑑𝑣 − 𝑟(𝑢,𝑣)2 𝑑Ω2, 𝑓(𝑟) = 1− 2𝑀

𝑟
− Λ

3
𝑟2, (1.93)

где 𝑀 — массовый параметр, Λ — космологическая постоянная, функция 𝑟(𝑢,𝑣)

задана соотношением: ∫︁
𝑑𝑟

𝑓(𝑟)
=

1

2
(𝑣 − 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑓(𝑟))𝑢) .

Соотвественно, при Λ = 0 имеем решение Шварцшильда, при 𝑀 = 0 — решения
де Ситтера (Λ > 0) и анти-де Ситтера (Λ < 0). Для того, чтобы показать, как
это решение связано с (1.90) цели необходимо вычислить скалярную кривизну̃︀𝑅 для двумерной «метрики»:

𝑑̃︀𝑠22 = 𝑓(𝑟(𝑢,𝑣))

𝑟(𝑢,𝑣)2
𝑑𝑢 𝑑𝑣. (1.94)

Воспользовавшись формулой (1.70), для данного примера получим:

̃︀𝑅(𝑢,𝑣) = 2− 12𝑀

𝑟(𝑢,𝑣)
. (1.95)
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Далее, выполним замену координат: 𝑑𝑢 ↦→ 𝑑𝑢
12𝑀 , 𝑑𝑣 ↦→ 𝑑𝑣

12𝑀 , и выразим
функцию 𝑟 через ̃︀𝑅 с помощью (1.95), тогда двумерная «метрика» (1.94) примет
вид:

𝑑̃︀𝑠22 = 1

6

(︁ ̃︀𝑅3 − 12 ̃︀𝑅 + 16− 2Λ (12𝑀)2
)︁
𝑑𝑢 𝑑𝑣 . (1.96)

В такой форме очевидно, что эта метрика принадлежит к классу (1.92) с кон­
стантой 𝐶0 = 16− 2Λ (12𝑀)2.

В качестве еще одного примера рассмотрим метрику Фридмана-Роберт­
сона-Уокера:

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡2 − 𝑎(𝑡)2

1− 𝑘𝑥2
− 𝑎(𝑡)2𝑥2 𝑑Ω2, 𝑘 = 0, ±1 .

Несложно проверить, что для соответсвующей этому решению двумерной «мет­
рики»:

𝑑̃︀𝑠22 = 1

𝑥2

(︂
𝑑𝑡2

𝑎(𝑡)2
− 𝑑𝑥2

1− 𝑘𝑥2

)︂
,

скалярная кривизна равна двум для любой функции 𝑎(𝑡).

1.6.2 Решения типа Вайдья

В общей теории относительности решение Вайдьи описывает простран­
ство-время сферически-симметричного, невращающегося гравитирующего те­
ла, которое либо излучает, либо поглощает светоподобную пыль.

Рассмотрим аналог решения Вайдья для конформной гравитации. Как и
в предыдущем случае, необходимо сначала выбрать вид двумерной метрики.
Очевидно, наиболее подходящими координатами для этого решения являются
светоподобная координата 𝑢 и двумерная скалярная кривизна ̃︀𝑅:

𝑑𝑠22 = 𝐴(𝑢, ̃︀𝑅) 𝑑𝑢2 + 2𝐹 (𝑢, ̃︀𝑅) 𝑑𝑢 𝑑 ̃︀𝑅. (1.97)
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Подставляя метрику соответствующей формы в уравнения Баха (1.83,1.84) по­
лучим:

̃︀𝐵00 = −𝐴

12
𝜕 ̃︀𝑅
(︂

𝐴

𝐹 2

)︂
+

𝐹

12
𝜕𝑢

(︂
𝐴

𝐹 2

)︂
+

𝐴

24
( ̃︀𝑅2 − 4) =

2𝜋

𝛼1
𝑟2 𝑇00, (1.98)

̃︀𝐵01 =
𝐹

12

(︃
−𝜕 ̃︀𝑅

(︂
𝐴

𝐹 2

)︂
+
̃︀𝑅2 − 4

2

)︃
=

2𝜋

𝛼1
𝑟2 𝑇01, (1.99)

̃︀𝐵11 =
1

6

𝜕 ̃︀𝑅𝐹
𝐹

=
2𝜋

𝛼1
𝑟2 𝑇11, (1.100)

̃︀𝐵22 =
1

12

(︂
−𝜕 ̃︀𝑅

(︂
𝐴

𝐹 2

)︂
+

1

2

(︁ ̃︀𝑅2 − 4
)︁)︂

=
2𝜋

𝛼1
𝑟2𝑇22,

̃︀𝐵33 = ̃︀𝐵22 sin2 𝜃 =
2𝜋

𝛼1
𝑟2𝑇33, (1.101)

где индексы 0 и 1 относятся к переменным 𝑢 и ̃︀𝑅.
Тензор энергии-импульса для даннной задачи - это тензор энергии-импуль­

са пыли состоящей из светоподобных частиц:

𝑇𝑎𝑏 ∝ 𝑙𝑎𝑙𝑏,

где 𝑙𝑎 - светоподобный вектор, направленный вдоль координаты 𝑢. Таким обра­
зом, единственная ненулевая компонента 𝑇00 ∝ (𝑙0)

2, тогда из уравнения (1.100)
следует, что 𝜕 ̃︀𝑅𝐹 (𝑢, ̃︀𝑅) = 0, т.е., 𝐹 является функцией только переменной 𝑢.
Так как общий вид двумерной метрики (1.97) сохраняется при замене вида:
𝑢 ↦→ ̃︀𝑢(𝑢), без ограничения общности можно положить 𝐹 (𝑢, ̃︀𝑅) = ±1. Далее
будет показано, что 𝐹 = 1 является аналогом исходящего решения Вайдьи, −1

- входящего, для него, как правило, световая координата обозначается как 𝑣.
С учетом вышеперечисленного, из уравнений (1.99,1.101) находим функ­

цию 𝐴( ̃︀𝑅,𝑢):

𝐴( ̃︀𝑅,𝑢) =
1

6

(︁ ̃︀𝑅3 − 12 ̃︀𝑅 + 𝐶0(𝑢)
)︁
,

где 𝐶0(𝑢) - произвольная функция переменной 𝑢. Наконец, из уравнения (1.98)
получим:

𝑇00 = 𝐹
𝛼1

144𝜋 𝑟2
𝑑

𝑑𝑢
𝐶0(𝑢). (1.102)
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Сравним полученные решения с метрикой Вайдья в общей теории относи­
тельности, для которой:

𝑑𝑠22 =
1

𝑟2

(︂
1− 2𝑀(𝑢)

𝑟

)︂
𝑑𝑢2 +

2𝐹

𝑟2
𝑑𝑢 𝑑𝑟,

где 𝐹 = 1 для исходящего решения Вайдьи и −1 - для входящего. Для на­
глядности перейдем к координатам {̃︀𝑢, ̃︀𝑅}, где ̃︀𝑢 =

∫︀
𝑑𝑢

12𝑀(𝑢) . Так как двумерная
скалярная кривизна для данной метрики:

̃︀𝑅 = 2− 12𝑀(𝑢)

𝑟
,

после соответствующей замены координат получим:

𝑑𝑠22 =
1

6

(︁ ̃︀𝑅− 2
)︁(︂(︁ ̃︀𝑅− 2

)︁(︁ ̃︀𝑅 + 4
)︁
− 12𝐹

𝑑

𝑑̃︀𝑢 ln (𝑀(̃︀𝑢)))︂ 𝑑̃︀𝑢2 + 2𝐹 𝑑̃︀𝑢 𝑑 ̃︀𝑅 .

Из уравнений движения:

𝐺𝑎𝑏 =
8𝜋

𝛼4
𝑇𝑎𝑏,

находим, что единственная ненулевая компонента тензора энергии-импульса в
этих координатах:

𝑇00 = −3𝛼4𝐹

2𝜋 𝑟2
𝑑

𝑑̃︀𝑢 (︀𝑀 2(̃︀𝑢))︀ ,
где индекс 0 относится к переменной ̃︀𝑢.

Ранее было отмечено, что все вакуумные решения общей теории относи­
тельности с лямбда-членом являются одновременно вакуумными решениями
квадратичной гравитации и, как следствие, конформной гравитации в четы­
рех измерениях. Это не относится к решениям с ненулевым тензором энергии­
импульса, поэтому пространство-время Вайдья и его аналог в конформной гра­
витации принципиально различны. Тем не менее, сравнивая структуру 𝑇𝑎𝑏 на
качественном уровне можно предположить, что 𝐶0(𝑢) ∝ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡+𝑀 2(𝑢). В пре­
деле 𝐶0 → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, который, учитывая вышеперечисленное, можно интерпрети­
ровать как переход к постоянной массе, решение типа Вайдьи для конформной
гравитации переходит в вакуум с переменной ̃︀𝑅.
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Глава 2. Поверхностный тензор энергии-импульса идеальной
жидкости с переменным числом частиц

Для того, чтобы пояснить физический смысл 𝑆𝑛𝑛 и 𝑆𝑛𝑖, которые в общей
теории относительности равны нулю, разберем вывод этих компонент напрямую
из лагранжиана материи.

В качестве базового примера рассмотрим лагранжиан идеальной жидко­
сти в эйлеровых переменных, дополненный слагаемым, ответственным за рож­
дение частиц. Подобный лагранжиан впервые был представлен в статье [33].

В классической гидродинамике существует два типа динамических пере­
менных: лагранжевы и эйлеровы. Первые привязаны к движению отдельных
частиц, поэтому при применении принципа наименьшего действия варьирует­
ся мировая линия каждой частицы. Соответственно, эти координаты не подхо­
дят для описания процессов рождения или аннигиляции, с которыми предпо­
ложительно и связаны «внешнее давление» и «внешний поток», поэтому здесь
рассматривается действие из работы [33], где использован эйлеров формализм,
когда динамические переменные являются полями, описывающими усреднен­
ные характеристики среды. В данном случае эти поля: полная плотность энер­
гии расссматриваемой идеальной жидкости 𝐸(𝑋, 𝜂), в которой учтено, в том
числе, их взаимодействие, трехмерная плотность числа частиц 𝜂(𝑥), то есть,
число частиц в единице объема, 𝑢𝑎(𝑥) - векторное поле, характеризующее четы­
рех-скорость потока жидкости, т.е., касательное векторное поле к конгруэнции
мировых линий частиц жидкости, 𝑋(𝑥) - вспомогательная динамическая пере­
менная, необходимая для маркировки мировых линий частиц. Соответственно,
действие идеальной жидкости в этих обозначениях:

𝑆𝑚 =

∫︁
{−𝐸 + 𝜇0 (𝑢𝑎 𝑢

𝑎 − 1) + 𝜇1 (O𝑎 (𝜂 𝑢
𝑎)) + 𝜇2 𝜕𝑎𝑋 𝑢𝑎 }

√︀
|𝑔| 𝑑4𝑥 ,

𝜇(𝑥)0, 𝜇1(𝑥), 𝜇2(𝑥) - лагранжевы множители.
Данный формализм впервые был разработан Дж. Р. Рэем [70], который

показал, что уравнение движения идеальной жидкости, полученное из этого
действия, совпадает с уравнением Эйлера. Преимущество такого подхода состо­
ит в том, что закон сохранения числа частиц в явном виде входит в действие
через соответствующую связь с лагранжевым множителем 𝜇1. Гидродинамиче­
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ское давление вводится стандартным образом:

𝑝 = 𝜂
𝜕𝐸

𝜕𝜂
− 𝐸.

Вариация этого действия относительно динамических переменных и мно­
жителей Лагранжа дает нам следующую систему уравнений движения и связей:

𝛿𝜂 : −𝜕𝐸

𝜕𝜂
− 𝜕𝑎𝜇1 𝑢

𝑎 = 0 , (2.1)

𝛿𝑢𝑎 : 𝜇2 𝜕𝑎𝑋 + 2𝜇0 𝑢𝑎 − 𝜕𝑎𝜇1 𝜂 = 0 , (2.2)

𝛿𝑋 : −𝜕𝐸

𝜕𝑋
− O𝑎 (𝜇2 𝑢

𝑎) = 0 , (2.3)

𝛿𝜇0 : 𝑢𝑎 𝑢
𝑎 = 1 , (2.4)

𝛿𝜇1 : O𝑎 (𝜂 𝑢
𝑎) = 0, (2.5)

𝛿𝜇2 : 𝜕𝑎𝑋 𝑢𝑎 = 0 , (2.6)

𝛿𝑔𝑎𝑏 : 𝑇
𝑎𝑏 = (𝑝+ 𝐸)𝑢𝑎𝑢𝑏 − 𝑝 𝑔𝑎𝑏 . (2.7)

Выше для удобства отмечены переменные, вариацией которых получены
соответствующие уравнения. При выводе 𝑇 𝑎𝑏 были использованы остальные
уравнения движения, в частности, соотношения, полученные домножением (2.1)
на 𝜂 и (2.2) на 𝑢𝑎:

𝜕𝑎𝜇1 𝑢
𝑎 = −𝑝+ 𝐸

𝜂
, (2.8)

2𝜇0 = 𝜕𝑎𝜇1 𝑢
𝑎 𝜂 = −𝑝− 𝐸 .

Для того, чтобы перейти к модели с переменным числом частиц, в исход­
ном действии достаточно заменить слагаемое, которое при вариации по лагран­
жевому множителю 𝜇1 дает связь (2.5), описывающую закон сохранения числа
частиц, на так называемый закон рождения с функцией Φ(𝑖𝑛𝑣) в правой части:

𝛿𝜇1 : O𝑎 (𝜂 𝑢
𝑎) = Φ . (2.9)

Функция Φ в общем случае зависит от инвариантов полей, отвественных
за процесс рождения. Плотность числа рождающихся частиц и их четырех-ско­
рости определяются из квантовой теории этих внешних полей, и они не обра­
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зуют мировые линии, управляемые принципом наименьшего действия. Таким
образом, вышеупомянутые инварианты должны быть отделены от тех, кото­
рые описывают уже созданные частицы. Соответственно, действие для модели
с переменным числом частиц имеет вид:

𝑆𝑚 =

∫︁
𝐿𝑚

√︀
|𝑔| 𝑑4𝑥 =

=

∫︁
{−𝐸 + 𝜇0 (𝑢𝑎 𝑢

𝑎 − 1) + 𝜇1 (O𝑎 (𝜂 𝑢
𝑎)− Φ) + 𝜇2 𝜕𝑎𝑋 𝑢𝑎 }

√︀
|𝑔| 𝑑4𝑥 , (2.10)

для него связь (2.5) меняется на (2.9), а также появляется поправка к тензору
энергии-импульса, связанная с Φ:

𝑇 𝑎𝑏
[Φ] =

2√︀
|𝑔|

𝛿
(︁
𝜇1Φ

√︀
|𝑔|
)︁

𝛿𝑔𝑎𝑏
, (2.11)

остальные уравнения движения и связи остаются без изменений.
Прежде, чем рассматривать разные варианты для функции Φ, ответствен­

ной за рождение, покажем, как из исходного лагранжиана получается поверх­
ностный тензор энергии-импульса.

Проанализировав выражение (2.7), можно понять, как выглядит поверх­
ностный тензор энергии-импульса, если предположить, что тензор энергии­
импульса содержит сингулярную составляющую на гиперповерхности Σ0 :

𝑛(𝑥) = 0. Очевидно, что для этого величина 𝐸 или 𝑝 должны содержать со­
ставляющую, пропорциональную 𝛿-функции, откуда, в свою очередь, следует,
что плотность числа частиц и лагранжев множитель 𝜇0 включают в себя син­
гулярную составляющую, таким образом:

𝜂 = 𝜂(±) + 𝜂(0) 𝛿(𝑛(𝑥)), 𝜇0 = 𝜇0(±) + 𝜇(0) 𝛿(𝑛(𝑥)), 𝐸 = 𝐸(±) + 𝐸(0) 𝛿(𝑛(𝑥)) ,

(2.12)
при этом предполагается, что рассматриваемое пространтство-время Ω, как и в
предыдущем разделе, разделено на две области Ω± с различной геометрией син­
гулярной гиперповерхностью Σ0. Кроме того, функция 𝑋 также может иметь
скачок и дельта-функцию:

𝑋 = 𝑋(±) +𝑋(0) 𝛿(𝑛(𝑥)).
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Покажем, что даже если выполняются соотношения (2.12), исходный
лагранжиан не содержит иных сингулярных слагаемых, кроме скачков и дельта­
функций, при условии, что четырех-скорость 𝑢𝑎, лагранжевы множители 𝜇1, 𝜇2

и их производные непрерывны на Σ0. Для этого распишем подробно следующее
слагаемое:∫︁

{𝜇1O𝑎 (𝜂 𝑢
𝑎) }

√︀
|𝑔| 𝑑4𝑥 =

∫︁ {︁
𝜕𝑎

(︁
𝜇1 𝜂 𝑢

𝑎
√︀

|𝑔|
)︁
(±)
}︁

𝑑4𝑥+

+

∫︁ {︁[︁
𝜇1 𝜂 𝑢

𝑎
√︀

|𝑔|
]︁
𝜕𝑎𝑛+ 𝜕𝑎

(︁
𝜇1 𝜂(0) 𝑢

𝑎
√︀

|𝑔|
)︁}︁

𝛿(𝑛) 𝑑4𝑥+

+

∫︁ {︁
𝜇1 𝜂(0) 𝑢

𝑎
√︀

|𝑔| 𝜕𝑎𝑛 𝛿′(𝑛)− 𝜕𝑎𝜇1

(︀
𝜂(±) + 𝜂(0) 𝛿(𝑛)

)︀
𝑢𝑎
√︀

|𝑔|
}︁

𝑑4𝑥 =

= −
∫︁ {︀

𝜕𝑎𝜇1

(︀
𝜂(±) + 𝜂(0) 𝛿(𝑛)

)︀
𝑢𝑎
}︀ √︀

|𝑔| 𝑑4𝑥, (2.13)

в конечном выражении нет неопределенных функций, тем не менее, при выводе,
строго говоря, появляется произведение тета-функции на дельта-функцию, так
как производная метрики может содержать скачок, в этом случае можно до­
определить тета-функцию в нуле произвольным числом от 0 до 1. Аналогичное
преобразование можно провести и со слагаемым при лагранжевом множителе
𝜇2, тогда в 𝑆𝑚 не остается производной 𝛿-функции или неопределенных функ­
ций, так как остальные слагаемые линейны по переменным, которые содержат
сингулярные составляющие. С учетом вышеперечисленного, рассматриваемое
действие материи идеальной жидкости для пространства-времени с сингуляр­
ной гиперповерхностью имеет вид:

𝑆𝑚 =

∫︁
Ω

{︀
𝐿𝑚(±) + 𝐿𝑚(0) 𝛿(𝑛(𝑥))

}︀√︀
|𝑔| 𝑑4𝑥,

𝐿±
𝑚 = −𝐸± + 𝜇±

0 (𝑢𝑎 𝑢
𝑎 − 1)− 𝜕𝑎𝜇1𝜂

± 𝑢𝑎 − O𝑎 (𝜇2 𝑢
𝑎)𝑋±,

𝐿𝑚(0) = −𝐸(0) + 𝜇(0) (𝑢𝑎 𝑢
𝑎 − 1)− 𝜕𝑎𝜇1𝜂(0) 𝑢

𝑎 − O𝑎 (𝜇2 𝑢
𝑎)𝑋(0). (2.14)

При варьировании этого действия будем считать объемные и поверхност­
ные части 𝜇0, 𝐸, 𝜂,𝑋 независимыми переменными, тогда в координатах {𝑛,𝑦𝑖}
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получим:

𝛿𝜂± : −𝜕𝐸±

𝜕𝜂±
= 𝜕𝑎𝜇1 𝑢

𝑎,
𝜕𝐸(0)

𝜕𝜂±
|Σ0

= 0,

𝛿𝜂(0) :
𝜕𝐸±

𝜕𝜂(0)
= 0,

{︂
𝜕𝐸(0)

𝜕𝜂(0)
+ 𝜕𝑎𝜇1 𝑢

𝑎

}︂
|Σ0

= 0, (2.15)

𝛿𝑢𝑎 : 𝜇2 𝜕𝑎𝑋
± + 2𝜇±

0 𝑢𝑎 − 𝜕𝑎𝜇1 𝜂
± = 0,{︃(︀

2𝜇(0) 𝑢𝑎 − 𝜕𝑎𝜇1 𝜂(0)
)︀
𝛿𝑢𝑎 +

(︃
[𝜇2𝑋]− 1√︀

|ℎ|
𝜕𝑛

(︁
𝜇2

√︀
|ℎ|
)︁
𝑋(0)

)︃
𝛿𝑢𝑛

}︃
|Σ0

+

+
{︀
𝜇2 𝜕𝑖𝑋(0)𝛿𝑢

𝑖 − 𝜇2𝑋(0) 𝜕𝑛𝛿𝑢
𝑛
}︀
|Σ0

= 0, (2.16)

𝛿𝑋± : −𝜕𝐸±

𝜕𝑋± = O𝑎 (𝜇2 𝑢
𝑎) ,

𝜕𝐸(0)

𝜕𝑋± |Σ0
= 0,

𝛿𝑋(0) : −
𝜕𝐸±

𝜕𝑋(0)
= 0 ,

{︂
𝜕𝐸(0)

𝜕𝑋(0)
+ O𝑎 (𝜇2 𝑢

𝑎)

}︂
|Σ0

= 0,

(2.17)

𝛿𝜇0 : 𝑢𝑎 𝑢
𝑎 = 1, 𝛿𝜇(0) : 𝑢𝑎 𝑢

𝑎|Σ0
= 1, (2.18)

𝛿𝜇1 : O𝑎

(︀
𝜂± 𝑢𝑎

)︀
= 0,

{︃
[𝜂 𝑢𝑛] +

1√︀
|ℎ|

𝜕𝑖

(︁
𝑢𝑖 𝜂(0)

√︀
|ℎ|
)︁
− 𝑢𝑛 𝜂(0)

𝜕𝑛𝛿𝜇1

𝛿𝜇1

}︃
|Σ0

= 0,

(2.19)

𝛿𝜇2 : 𝜕𝑎𝑋
± 𝑢𝑎 = 0 ,{︃

[𝑢𝑛𝑋] + 𝑢𝑖𝜕𝑖𝑋(0) −
1√︀
|ℎ|

𝜕𝑛

(︁
𝑢𝑛
√︀

|ℎ|
)︁
𝑋(0) − 𝑢𝑛𝑋(0)

𝜕𝑛𝛿𝜇2

𝛿𝜇2

}︃
|Σ0

= 0, (2.20)

𝛿𝑔𝑎𝑏 : 𝑇
𝑎𝑏 = (𝑝+ 𝐸)𝑢𝑎𝑢𝑏 − 𝑝 𝑔𝑎𝑏,

𝑆𝑎𝑏 𝛿𝑔𝑎𝑏 = −2𝜇(0) 𝑢
𝑎𝑢𝑏 𝛿𝑔𝑎𝑏 − 𝑔𝑎𝑏

(︂
𝑝(0) +

𝜕𝐸(0)

𝜕𝑋(0)
𝑋(0) + 𝜇2 𝑢

𝑛[𝑋]

)︂
𝛿𝑔𝑎𝑏+

+ 𝜇2𝑋(0)𝑢
𝑐𝑔𝑎𝑏O𝑐 𝛿𝑔𝑎𝑏, (2.21)
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где обозначение |Σ0
используется для уравнений, которые выполняются на ги­

перповерхности, 𝑝(0) = 𝜂(0)
𝜕𝐸(0)

𝜕𝜂(0)
− 𝐸(0), ℎ(𝑦) = 𝑔(0,𝑦). При выводе уравнений

(2.19, 2.20,2.16) был использован тот факт, что мы рассматриваем вариацию с
закрепленными концами,в частности, 𝛿𝜇1|𝜕Ω = 0, поэтому интеграл:∫︁

Σ0

𝜕𝑖

(︁
𝛿𝜇1 𝑢

𝑖 𝜂(0)
√︀

|ℎ|
)︁
𝑑3𝑦,

равен нулю.
Как видно из уравнения (2.19), в законе рождения на Σ0 возникает про­

извольная функция 𝜕𝑛𝛿𝜇1

𝛿𝜇1
, для того, чтобы на Σ0 выполнялся закон сохранения

числа частиц, необходимо положить ее равной нулю.
Из приведенных выше уравнений следует, что введение дельта-функции в

𝑋 приводит к появлению неопределенных слагаемых вида: 𝜕𝑛𝑔𝑛𝑎 в поверхност­
ном тензоре энергии-импульса, поэтому положим 𝑋(0) = 0, тогда:

𝑆𝑎𝑏 =
(︀
𝑝(0) + 𝐸(0)

)︀
𝑢𝑎𝑢𝑏 − 𝑝(0) 𝑔

𝑎𝑏 . (2.22)

В общей теории относительности 𝑆𝑛𝑛 и 𝑆𝑛𝑖 равны нулю, для светоподобной
гиперповерхности 𝑔𝑛𝑛 = 0, поэтому из (2.22) следует, что 𝑢𝑛 = 0. Альтернати­
вой может быть равенство нулю 𝜂(0), но для такого варианта все компоненты
𝑆𝑎𝑏 из (2.22) равны нулю. То же условие: 𝑢𝑛 = 0, получается и для време­
ниподобной и пространственноподобной гиперповерхностей, но из-за того, что
𝑔𝑛𝑖 всегда можно сделать равными нулю в нормальных гауссовых координатах.
Для светоподобных и пространственноподобных гиперповерхностей при 𝑢𝑛 = 0

невозможно выполнить условие 𝑢𝑎 𝑢𝑎|Σ0
= 1. Для пространственноподобного

случая в гауссовых нормальных координатах: 𝑢𝑎 𝑢𝑎 = 𝛾𝑖𝑗 𝑢
𝑖 𝑢𝑗, и так как 𝛾𝑖𝑗 -

пространственная часть метрики, то 𝑢𝑎 𝑢𝑎|Σ0
̸= 1, аналогично для светоподобно­

го случая в координатах {𝑛,𝜆, 𝜃𝐴} получим: 𝑢𝑎 𝑢𝑎|Σ0
= 𝜎𝐴𝐵 𝜃𝐴 𝜃𝐵 ̸= 1, поэтому

𝜂(0) = 0 для этих случаев, то есть тонких оболочек такого типа для рассматри­
ваемого действия в общей теории относительности не существует.

Для времениподобных гиперповерхностей из того, что 𝑔𝑛𝑛 = 𝜀 ̸= 0 и 𝑆𝑛𝑛 =

0 следует условие 𝑝(0) = 0. Это означает, что материя, сконцентрированная на
тонкой оболочке является пылью, поверхностный тензор энергии-импульса для
этого случая:

𝑆𝑖𝑗 = 𝐸(0) 𝑢
𝑖 𝑢𝑗, 𝑖,𝑗 ̸= 𝑛, (2.23)
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где множитель 𝐸(0) представляет из себя поверхностную плотность энергии. В
частности, для сферически-симметричной тонкой оболочки из пыли:

𝐸(0) =
𝑚

4𝜋𝑟2
,

где 𝑚 - суммарная масса покоя частиц оболочки.
В квадратичной гравитации единственным ограничением на «внешнее дав­

ление» и «внешний поток» является равенство нулю 𝑆𝑛𝑛 для светоподобного
случая, поэтому для него 𝑢𝑛 = 0, и, как результат, 𝜂(0) = 0. Для времени­
подобных гиперповерхностей 𝑢𝑛 = 0, следовательно, в гауссовых нормальных
координатах имеем:

𝑆𝑛𝑛 = 𝑝(0), 𝑆𝑛𝑖 = −𝑝(0) 𝑔
𝑛𝑖 = 0,

то есть, «внешнее давление» соответствует давлению частиц на оболочке.
Для пространственноподобных гиперповерхностей в нормальных гауссо­

вых координатах без ограничения общности можно положить 𝑢𝑎||Σ0
= 𝛿𝑎𝑛, тогда:

𝑆𝑛𝑛 = 𝐸(0), 𝑆𝑛𝑖 = −𝑝(0) 𝑔
𝑛𝑖 = 0,

в этом случае «внешнее давление» соответствует плотности энергии частиц на
оболочке.

2.1 Гравитация

Рассмотрим процесс рождения частиц, которые являются квантами неко­
торого скалярного поля, в отсутствие классических внешних полей. Как отме­
чено в работах [71—75], в рамках данной феноменологической модели рождение
обусловлено взаимодействием квантового скалярного поля с «внешним» грави­
тационным полем. А именно, гравитационное поле вызывает поляризацию ва­
куума квантовых вакуумных флуктуаций скалярного поля, и эта поляризация
приводит к возникновению новых частиц. При рассматриваемом феноменологи­
ческом подходе эти скалярные кванты описываются классической плотностью
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энергии, плотностью числа частиц и четырех-скоростями, поэтому нет необхо­
димости явно вводить какое-либо классическое скалярное поле. Таким образом,
функция Φ должна зависеть только от геометрических инвариантов.

Как было отмечено ранее, расчеты, проделанные несколькими независи­
мыми группами исследователей [11—20] в ходе изучения процессов квантового
рождения частиц скалярным полем на фоне космологической модели, показы­
вают, что в однопетлевом приближении квантовые поправки к лагранжиану
содержат квадратичные по кривизне слагаемые. Более того, в статье [20] про­
демонстрировано, что вакуумное среднее величины O𝑎 (𝜂 𝑢

𝑎), и как следствие,
функция Φ пропорциональна квадрату тензора Вейля: Φ = 𝜗𝐶2, причем коэф­
фициент 𝜗 зависит от типа рассматриваемых частиц. Несмотря на то, что этот
результат был получен для конкретной фоновой метрики:

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡2 − 𝑎2(𝑡)𝑑𝑥21 − 𝑏2(𝑡)𝑑𝑥22 − 𝑐2(𝑡)𝑑𝑥23,

где 𝑎,𝑏,𝑐 - фиксированные неотрицательные функции времени 𝑡, в работе [76]
отмечено, что такую форму функции Φ можно считать универсальной для слу­
чая рождения частиц за счет поляризации вакуума, вызванной произвольным
гравитационным полем.

Для того, чтобы продемонстрировать этот факт, докажем, что величина
O𝑎 (𝜂 𝑢

𝑎)
√
−𝑔 является конформным инвариантом в четырех измерениях.

При локальном конформном преобразовании метрики: 𝑔𝑎𝑏 = 𝑒2𝜔̃︀𝑔𝑎𝑏, объ­
емная плотность числа частиц, четыре-скорость и детерминант метрики в че­
тырехмерном случае меняются согласно следующему закону:

𝜂 =
̃︀𝜂
𝑒3𝜔

, 𝑢𝑎 =
̃︀𝑢𝑎
𝑒𝜔

,
√
−𝑔 =

√︀
−̃︀𝑔 𝑒4𝜔 ,

соответственно:

O𝑎 (𝜂 𝑢
𝑎)

√
−𝑔 = 𝜕𝑎

(︀
𝜂 𝑢𝑎

√
−𝑔
)︀
= 𝜕𝑎

(︁̃︀𝜂 ̃︀𝑢𝑎√︀−̃︀𝑔)︁ = ̃︀O𝑎 (̃︀𝜂 ̃︀𝑢𝑎) √︀−̃︀𝑔 .
Таким образом, из связи (2.9) следует конформная инвариантность

Φ
√
−𝑔. С другой стороны, если ограничиться инвариантами, которые не более

чем квадратичны по тензору кривизны, в римановой геометрии единственной
конформно инвариантной комбинацией из геометрических инвариантов явля­
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ется 𝐶2√−𝑔. Следовательно, этот результат для функции Φ является универ­
сальным для произвольной метрики в римановой геометрии с учетом обратного
влияния, независимо от формы гравитационного лагранжиана.

Рассмотрим действие (2.10) с Φ = 𝜗𝐶2 для пространства-времени с сингу­
лярной гиперповерхностью. Лагранжиан материи не должен содержать неопре­
деленные функции, такие как квадрат дельта-функции или произведение дель­
та и тета-функций. Включение в лагранжиан квадрата тензора Вейля означает,
что, вне зависимости от выбранной модели гравитации, должны выполняться
условия Лихнеровича, то есть, компоненты метрики и их первые производные
непрерывны на гиперповерхности. В этом случае тензор Вейля содержит не
более чем скачок на Σ0:

𝐶2 = 𝐶2(±).

С учетом всего вышеперечисленного, рассматриваемое действие материи можно
переписать в следующем виде:

𝑆𝑚 =

∫︁
Ω

{︀
𝐿𝑚(±) + 𝐿𝑚(0) 𝛿(𝑛(𝑥))

}︀√︀
|𝑔| 𝑑4𝑥,

𝐿±
𝑚 = −𝐸± + 𝜇±

0 (𝑢𝑎 𝑢
𝑎 − 1)− 𝜕𝑎𝜇1𝜂

± 𝑢𝑎 − 𝜇1 𝜗𝐶
2± + 𝜇2 𝜕𝑎𝑋 𝑢𝑎,

𝐿𝑚(0) = −𝐸(0) + 𝜇(0) (𝑢𝑎 𝑢
𝑎 − 1)− 𝜕𝑎𝜇1𝜂(0) 𝑢

𝑎. (2.24)

Поверхностный тензор энергии-импульса, по определению, выражается че­
рез ту часть вариации действия материи по метрике, которая сводится к инте­
гралу по сингулярной гиперповерхности Σ0:

𝛿𝑔𝑆𝑚|Σ0
= −1

2

∫︁
Σ0

√︀
|ℎ|
(︀
𝑆𝑎𝑏𝛿𝑔𝑎𝑏

)︀
𝑑3𝑦 .

Так как конформная гравитация, лагранжиан которой пропорционален
𝐶2, является частным случаем квадратичной гравитации, для нахождения ва­
риации действия (2.24), покажем как меняется вариация по метрике действия
квадратичной гравитации при умножении его на функцию 𝜇1(𝑥), используя
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описанные выше координаты {𝑛,𝑦𝑖}:

𝛿𝑔

∫︁
Ω

𝜇1(𝑥)𝐿𝑞(±)
√︀
|𝑔| 𝑑4𝑥 =

∫︁
Ω

𝜇1

(︀
𝐻𝑎𝑏 𝛿𝑔

𝑎𝑏 + O𝑐𝑉
𝑐
)︀
(±)

√︀
|𝑔| 𝑑4𝑥 =

=

∫︁
Ω

{︀
𝜇1𝐻𝑎𝑏 𝛿𝑔

𝑎𝑏 − 𝜕𝑐𝜇1𝐷
𝑐𝑏𝑑 𝛿𝑔𝑏𝑑 + O𝑎

(︀
𝜕𝑐𝜇1𝐴

𝑎𝑐𝑏𝑑
)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑

}︀
(±)

√︀
|𝑔| 𝑑4𝑥+

+

∫︁
Σ0

[︀
−𝜇1 𝑉

𝑛 + 𝜕𝑐𝜇1𝐴
𝑛𝑐𝑏𝑑 𝛿𝑔𝑏𝑑

]︀ √︀
|ℎ| 𝑑3𝑦 . (2.25)

Кроме того, как и до этого, вектор 𝑉 𝑐 может быть заменен ̃︀𝑉 𝑐, так как выпол­
няется следующее соотношение:∫︁

Ω

𝜇1(𝑥)O𝑐𝑈
𝑐(±)

√︀
|𝑔| 𝑑4𝑥 = −

∫︁
Σ0

[𝜇1 𝑈
𝑛]
√︀
|ℎ| 𝑑3𝑦−

−
∫︁
Ω

𝜕𝑐𝜇1 𝑈
𝑐(±)

√︀
|𝑔| 𝑑4𝑥 = −

∫︁
Σ0

[𝜇1O𝑖

{︀(︀
𝑅𝑖𝑏𝑔𝑛𝑑 −𝑅𝑛𝑑𝑔𝑖𝑏

)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑

}︀
]
√︀

|ℎ| 𝑑3𝑦+

+

∫︁
Ω

O𝑐O𝑎 𝜇1

(︀
𝑅𝑎𝑏𝑔𝑐𝑑 −𝑅𝑐𝑑𝑔𝑎𝑏

)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑(±)

√︀
|𝑔| 𝑑4𝑥+

+

∫︁
Σ0

[𝜕𝑖𝜇1

(︀
𝑅𝑛𝑏𝑔𝑖𝑑 −𝑅𝑖𝑑𝑔𝑛𝑏

)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑]

√︀
|ℎ| 𝑑3𝑦 = 0 , 𝑖 ̸= 𝑛. (2.26)

Для частного случая 𝐿𝑞 = 𝐶2, воспользовавшись свойствами тензора Вей­
ля и тождеством Де Витта (1.55) получим, что объемная часть тензора энер­
гии-импульса для действия (2.24):

𝑇 𝑎𝑏± =
(︀
𝑝± + 𝐸±)︀𝑢𝑎±𝑢𝑏± − 𝑝± 𝑔𝑎𝑏 − 8𝜗

(︂
O𝑐O𝑑 +

1

2
𝑅±

𝑐𝑑

)︂(︀
𝜇1𝐶

𝑎𝑐𝑏𝑑±)︀ , (2.27)
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поверхностный тензор энергии-импульса соотвественно:

− 2𝜗𝜇1 { 2
(︀
[O𝑛𝑅𝑏𝑑] + [𝜕𝑘

(︀
𝑔𝑘𝑛𝑅𝑏𝑑

)︀
] + 𝑔𝑘𝑛Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑏𝑑] + 2𝑔𝑎𝑛Γ𝑏

𝑎𝑐[𝑅
𝑐𝑑]
)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑−

− 1

3

(︀
𝑔𝑏𝑑[𝜕𝑛𝑅] + [𝜕𝑘

(︀
𝑔𝑘𝑛𝑔𝑏𝑑𝑅

)︀
] + 𝑔𝑘𝑛 𝑔𝑏𝑑Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅] + 2𝑔𝑎𝑛𝑔𝑐𝑑 Γ𝑏
𝑎𝑐[𝑅]

)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑−

− 2

3

(︀
[O𝑏𝑅𝑛𝑑] + [𝜕𝑘

(︀
𝑔𝑛𝑏𝑅𝑘𝑑

)︀
] + 𝑔𝑛𝑏 Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑘𝑑] + 𝑔𝑛𝑑 Γ𝑏

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑐] + 𝑔𝑛𝑐 Γ𝑏

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑑]
)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑−

− 2

3

(︀
[O𝑑𝑅𝑛𝑏] + [𝜕𝑘

(︀
𝑔𝑛𝑑𝑅𝑘𝑏

)︀
] + 𝑔𝑛𝑑 Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑘𝑏] + 𝑔𝑛𝑏 Γ𝑑

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑐] + 𝑔𝑛𝑐 Γ𝑑

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑏]
)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑+

+
1

3

(︀
[𝑅]
(︀
2𝑔𝑏𝑛𝑔𝑑𝑛 + 𝜀𝑔𝑏𝑑

)︀
− 6𝜀 [𝑅𝑏𝑑]

)︀
𝜕𝑛𝛿𝑔𝑏𝑑 }+

+
2

3
𝜗 𝜕𝑎𝜇1 { − [𝑅](𝑔𝑛𝑏𝑔𝑎𝑑 + 𝑔𝑛𝑑𝑔𝑎𝑏 − 𝑔𝑎𝑛𝑔𝑏𝑑)− 6𝑔𝑛𝑎[𝑅𝑏𝑑]+

+ 4
(︀
𝑔𝑑𝑛[𝑅𝑎𝑏] + 𝑔𝑏𝑛[𝑅𝑎𝑑]

)︀
} 𝛿𝑔𝑏𝑑 +

(︀(︀
𝑝(0) + 𝐸(0)

)︀
𝑢𝑑𝑢𝑏 − 𝑝(0) 𝑔

𝑏𝑑
)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑 = 𝑆𝑎𝑏 𝛿𝑔𝑎𝑏,

(2.28)

где 𝑘 ̸= 𝑛, по причинам, указанным выше, последнее слагаемое отсутствует для
светоподобных гиперповерхностей.

Закон рождения получается вариацией по 𝜇1 и также разделяется на объ­
емную и поверхностную части:

O𝑎(𝜂
±𝑢±𝑎) = 𝜗𝐶2±,

{︃
[𝜂𝑢𝑛] +

1√︀
|ℎ|

𝜕𝑖

(︁
𝑢𝑖 𝜂(0)

√︀
|ℎ|
)︁}︃

|Σ0
= 0 . (2.29)

Выделим компоненты 𝑆𝑛𝑛 и 𝑆𝑛𝑖 поверхностного тензора энергии-импульса
для рассматриваемого лагранжиана материи:

𝑆𝑛𝑛 = −4

3
𝜗𝜇1

(︀
𝑔𝑖𝑛 [O𝑖𝑅

𝑛𝑛]− 𝜀 [O𝑖𝑅
𝑖𝑛] + Γ𝑛

𝑖𝑗

(︀
𝑔𝑖𝑛𝑔𝑗𝑛[𝑅]− 2𝜀[𝑅𝑖𝑗]

)︀ )︀
+

+
(︀
𝑝(0) + 𝐸(0)

)︀
𝑢𝑛𝑢𝑛 − 𝑝(0) 𝜀, (2.30)

𝑆𝑛𝑖 =
2

3
𝜗 𝜕𝑗𝜇1

(︀
4𝜀[𝑅𝑖𝑗]− (𝜀𝑔𝑖𝑗 + 𝑔𝑛𝑖𝑔𝑛𝑗) [𝑅]

)︀
− 2𝜗𝜇1 { 4

3
𝑔𝑛𝑘[O𝑘𝑅

𝑖𝑛]+

+ 2 𝑔𝑎𝑛Γ𝑛
𝑎𝑐[𝑅

𝑐𝑖]− 1

3
𝑔𝑖𝑛𝑔𝑛𝑘[𝜕𝑘𝑅]− 1

3
𝑔𝑎𝑛𝑔𝑐𝑖 Γ𝑛

𝑎𝑐[𝑅] +
1

3
𝑔𝑎𝑛𝑔𝑐𝑛 Γ𝑖

𝑎𝑐[𝑅]+

+
1

3
𝑔𝑘𝑛 𝑔𝑖𝑛Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅]− 2

3
[O𝑖𝑅𝑛𝑛] +

1

3
[𝜕𝑘
(︀
𝑔𝑘𝑛𝑔𝑖𝑛𝑅

)︀
]− 2

3
𝑔𝑛𝑖 Γ𝑛

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑐]−

− 2

3
𝑔𝑛𝑐 Γ𝑛

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑖] }+

(︀
𝑝(0) + 𝐸(0)

)︀
𝑢𝑛𝑢𝑖 − 𝑝(0) 𝑔

𝑛𝑖, 𝑖,𝑗,𝑘 ̸= 𝑛. (2.31)
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Как отмечено ранее, уравнения на 𝑆𝑖𝑗 компоненты определяют произволь­
ные функции, возникающие из-за неявного присутствия производной дельта­
функции, поэтому они не определяют динамику гиперповерхности. Это не так
для тонких оболочек, поэтому для них имеет смысл получить выражения для
𝑆𝑖𝑗 в явном виде. Так как для тонких оболочек 𝑆𝑛𝑛 = 𝑆𝑛𝑖 = 0, то работают
приведенные в предыдущем разделе аргументы о том, что вклад, связанный с
𝜂(0), будет только для времениподобных тонких оболочек c 𝑝(0) = 0.

Для времениподобных и пространственноподобных тонких оболочек
[𝑅𝑎𝑏] = 0, соответственно из (2.28) находим:

𝑆𝑖𝑗 = −2𝜗𝜇1

{︂
2[O𝑛𝑅𝑖𝑗]− 1

3
𝑔𝑖𝑗[𝜕𝑛𝑅]− 2

3
[O𝑖𝑅𝑛𝑗]− 2

3
[O𝑗𝑅𝑛𝑖]

}︂
+𝐸(0) 𝑢

𝑖𝑢𝑗 . (2.32)

Для светоподобных тонких оболочек [𝑅] = 0, для этого типа гиперповерх­
ностей из (2.28) получим:

−2𝜗𝜇1 { 2
(︁
[O𝑛𝑅𝑖𝑗] + [𝜕𝑘

(︀
𝑔𝑘𝑛𝑅𝑖𝑗

)︀
] + 𝑔𝑘𝑛Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑖𝑗] + 𝑔𝑘𝑛Γ𝑖

𝑘𝑙[𝑅
𝑙𝑗] + 𝑔𝑘𝑛Γ𝑗

𝑘𝑙[𝑅
𝑙𝑖]
)︁
−

− 2

3

(︀
[O𝑖𝑅𝑛𝑗] + [𝜕𝑘

(︀
𝑔𝑛𝑖𝑅𝑘𝑗

)︀
] + 𝑔𝑛𝑖 Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑘𝑗] + 𝑔𝑛𝑗 Γ𝑖

𝑘𝑙[𝑅
𝑙𝑘] + 𝑔𝑛𝑘 Γ𝑖

𝑙𝑘[𝑅
𝑙𝑗]
)︀
−

− 2

3

(︁
[O𝑗𝑅𝑛𝑖] + [𝜕𝑘

(︀
𝑔𝑛𝑗𝑅𝑘𝑖

)︀
] + 𝑔𝑛𝑗 Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑘𝑖] + 𝑔𝑛𝑖 Γ𝑗

𝑘𝑙[𝑅
𝑘𝑙] + 𝑔𝑛𝑘 Γ𝑗

𝑙𝑘[𝑅
𝑙𝑖]
)︁
}+

+
2

3
𝜗 𝜕𝑘𝜇1

(︀
−6𝑔𝑛𝑘[𝑅𝑖𝑗] + 4𝑔𝑗𝑛[𝑅𝑘𝑖] + 4𝑔𝑖𝑛[𝑅𝑘𝑗]

)︀
= 𝑆𝑖𝑗, 𝑖,𝑗,𝑘,𝑙 ̸= 𝑛 . (2.33)

Отметим, что при выводе компонент поверхностного тензора энергии­
импульса из действия материи мы не фиксировали лагранжиан гравитации.
В частности, можно было бы выбрать действие общей теории относительности,
но тогда из уравнений движения (1.26) следовало бы, что для этого случая
никаких сингулярных гиперповерхностей не существует, так как в левой части
уравнений движения были бы только скачки символов Кристоффеля, которые
для данной модели равны нулю из-за условий Лихнеровича.

Уравнения (2.30,2.31) относятся к двойному слою произвольного типа, да­
лее перейдем к рассмотрению ряда частных случаев. Так, для времениподобных
(пространственноподобных) двойных слоев в нормальных гауссовых координа­
тах имеем:

𝑆𝑛𝑛 = 2𝜗𝜇1

(︂
−1

3
𝐾 [𝑅] + 2𝐾𝑖𝑗 [𝑅

𝑖𝑗]

)︂
+
(︀
𝑝(0) + 𝐸(0)

)︀
𝑢𝑛𝑢𝑛 − 𝑝(0) 𝜀,
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𝑆𝑛𝑖 = 𝜀 𝜗 𝜕𝑗𝜇1
2

3

(︀
4[𝑅𝑖𝑗]− 𝑔𝑖𝑗 [𝑅]

)︀
− 2𝛽𝜇1

(︂
1

3
[𝜕𝑖𝑅]− 2 [O𝑗𝑅

𝑖𝑗]

)︂
+

+
(︀
𝑝(0) + 𝐸(0)

)︀
𝑢𝑖𝑢𝑛, 𝑖,𝑗 ̸= 𝑛.

На основе этих соотношений получим «внешнее давление» и «внешний
поток» для сферически-симметричного времениподобного (пространственнопо­
добного) двойного слоя, который разделяет два сферически симметричных про­
странтсва-времени, в координатах {𝜏, 𝑛, 𝜃, 𝜑}:

𝑆𝑛𝑛 =
𝜗𝜇1

𝑟2
4

3
̃︀𝐾 [ ̃︀𝑅] +

(︀
𝑝(0) + 𝐸(0)

)︀
𝑢𝑛𝑢𝑛 − 𝑝(0) 𝜀, (2.34)

𝑆𝑛0 = −𝜗 𝜕0𝜇1
2

3𝑟2

(︁
[ ̃︀𝑅] + 2𝑟 [𝜎]

)︁
− 𝜗𝜇1

4

3 𝑟3

[︁
𝜕0

(︁
𝑟 ̃︀𝑅)︁]︁+

+
(︀
𝑝(0) + 𝐸(0)

)︀
𝑢0𝑢𝑛, 𝑆𝑛2 = 𝑆𝑛3 = 0 . (2.35)

где ̃︀𝑅, 𝜎 - инварианты сферической геометрии, определенные соотношениями
(1.69,1.70), ̃︀𝐾 - след тензора внешней кривизны двумерной «метрики» ̃︀𝛾𝛼𝛽 из
(1.65). Выше мы также предположили, что, в силу сферической симметрии,
функция 𝜇1 не зависит от углов, то есть 𝜇1(𝑥) = 𝜇1(𝜏,𝑛).

Расссмотрим сферически-симметричный времениподобный (простран­
ственноподобный) двойной слой (4.9,4.10) с поверхностным тензором энергии­
импульса (2.28). Воспользовавшись соотношениями (2.34,2.35), получим:

− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2)𝐾 [ ̃︀𝑅]− 𝛽1

𝜕𝑛𝑟

𝑟
[ ̃︀𝑅] + (𝛽1 + 3𝛽2)𝐾 𝑟[𝜎] = 8𝜋𝑟2 𝑆𝑛𝑛 =

= 𝜗𝜇1
32𝜋

3
̃︀𝐾 [ ̃︀𝑅] + 8𝜋𝑟2

(︀
𝑝(0) + 𝐸(0)

)︀
𝑢𝑛𝑢𝑛 − 8𝜋𝑟2 𝑝(0) 𝜀, (2.36)

(𝛽1 + 𝛽2)
1

2𝑟2
[𝜕0 ̃︀𝑅]− (𝛽1 + 3𝛽2)

[︁
𝜕0

(︁𝜎
𝑟

)︁]︁
− 𝛽2

𝜕0𝑟

𝑟3
[ ̃︀𝑅] = 8𝜋 𝑆𝑛0 =

= −𝜗 𝜕0𝜇1
16𝜋

3𝑟2

(︁
[ ̃︀𝑅] + 2𝑟 [𝜎]

)︁
− 𝜗𝜇1

32𝜋

3 𝑟3

[︁
𝜕0

(︁
𝑟 ̃︀𝑅)︁]︁+

+ 8𝜋
(︀
𝑝(0) + 𝐸(0)

)︀
𝑢0𝑢𝑛, 𝑆𝑛2 = 𝑆𝑛3 = 0 . (2.37)
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Для конформной гравитации, которой соответствует связь параметров:
𝛽1 = −3𝛽2 = 2𝛼1, уравнения движения (2.36,2.37) сводятся к следующим:

− 𝛼1

12𝜋 𝑟2
̃︀𝐾 [ ̃︀𝑅] = 𝑆𝑛𝑛 =

𝜗𝜇1

𝑟2
4

3
̃︀𝐾 [ ̃︀𝑅] +

(︀
𝑝(0) + 𝐸(0)

)︀
𝑢𝑛𝑢𝑛 − 𝑝(0) 𝜀 , (2.38)

𝛼1

12𝜋𝑟3

[︁
𝜕0

(︁
𝑟 ̃︀𝑅)︁]︁ = 𝑆𝑛0 = −𝜗 𝜕0𝜇1

2

3𝑟2

(︁
[ ̃︀𝑅] + 2𝑟 [𝜎]

)︁
− 𝜗𝜇1

4

3 𝑟3

[︁
𝜕0

(︁
𝑟 ̃︀𝑅)︁]︁+

+
(︀
𝑝(0) + 𝐸(0)

)︀
𝑢0𝑢𝑛, 𝑆𝑛2 = 𝑆𝑛3 = 0. (2.39)

Так как для времениподобной гиперповерхности всегда можно сделать
𝑢𝑛 = 0, а для пространственноподобной - 𝑢0 = 0, то из второго уравнения
следует нетривиальное соотношение на функцию 𝜇1(𝜏,0):

−
(︁ 𝛼1

8𝜋𝜗
+ 2𝜇1

)︁ [︁
𝜕0

(︁
𝑟 ̃︀𝑅)︁]︁ = 𝜕0𝜇1

(︁
[𝑟 ̃︀𝑅] + 2𝑟2 [𝜎]

)︁
,

здесь необходимо отметить, что уравнения (2.38,2.39) задают только значение
функции 𝜇1 на гиперповерхности, определяя, таким образом, часть граничных
условий для уравнений движения в Ω± областях.

Аналогично, из (2.32) находим поверхностный тензор энергии-импуль­
са для сферически-симметричной времениподобной (пространственноподобной)
тонкой оболочки:

𝑆0
0 = −𝜀

4

3 𝑟2
𝜗𝜇1 [𝜕𝑛 ̃︀𝑅]− 𝜀𝐸(0) (𝑢

0)2, 𝑆2
2 = 𝑆3

3 = 𝜀
2

3 𝑟2
𝜗𝜇1 [𝜕𝑛 ̃︀𝑅], (2.40)

откуда следует, что такой тип сингулярной гиперповерхности в пространствен­
ноподобном случае возможен, только если существует скачок производных дву­
мерной скалярной кривизны, и она не является постоянной в Ω± одновременно.

Выпишем уравнения движения времениподобной (пространственноподоб­
ной) сферически-симметричной тонкой оболочки в квадратичной гравитации
(4.18,4.19) для данного действия:

1

2
(𝛽1+𝛽2) [𝜕𝑛 ̃︀𝑅]−(𝛽1+3𝛽2) 𝑟 [𝜕𝑛𝜎] = 8𝜋𝜀 𝑟2𝑆0

0 = −32𝜋

3
𝜗𝜇1 [𝜕𝑛 ̃︀𝑅]−8𝜋𝑟2𝐸(0) (𝑢

0)2,

1

2
𝛽2 [𝜕𝑛 ̃︀𝑅]− (𝛽1 + 3𝛽2) 𝑟[𝜕𝑛𝜎] = 8𝜋𝜀 𝑟2𝑆2

2 =
16𝜋

3
𝜗𝜇1 [𝜕𝑛 ̃︀𝑅], 𝑆3

3 = 𝑆2
2 , (2.41)
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если затем вычесть из первого уравнения второе, получим соотношение:

1

2
(𝛽1 + 32𝜋 𝜗𝜇1) [𝜕𝑛 ̃︀𝑅] = −8𝜋𝑟2𝐸(0) (𝑢

0)2,

из которого следует, что лагражев множитель 𝜇1 - константа на гиперповерхно­
сти: 𝜇1(𝜏,0) = − 𝛽1

32𝜋𝜗 для пространственноподобного случая.
Рассмотрим также светоподобные сингулярные гиперповерхности для дан­

ной модели. В описанных далее специальных координатах {𝑛,𝜆,𝜃𝐴} «внешнее
давление» и «внешний поток» для светоподобного двойного слоя, полученные
непосредственно из действия материи, следующие:

𝑆𝑛𝑛 = 0, 𝑆𝑛𝜆 = −2

3
𝜗 𝜕𝜆𝜇1 [𝑅]− 4

3
𝜗𝜇1

(︀
[𝜕𝜆𝑅] + Γ𝑖

𝑖𝜆 [𝑅]
)︀
, 𝑆𝑛𝐴 = 0.

Таким образом, компоненты поверхностного тензора энергии-импульса 𝑆𝑛𝑎 рав­
ны нулю, за исключением 𝑆𝑛𝜆, что согласуется с полученными ниже уравне­
ниями движения светопобных сингулярных гиперповерхностей в квадратичной
гравитации.

Далее, рассмотрим поверхностный тензор энергии импульса для светопо­
добной тонкой оболочки из (2.33):

−2𝜗𝜇1

{︂
4[𝜕𝜆𝑅

𝜆𝜆] + 2Γ𝑎
𝑎𝜆[𝑅

𝜆𝜆] + 8Γ𝜆
𝜆𝜆[𝑅

𝜆𝜆]− 2

3
[𝜕𝑛𝑅]

}︂
+

4

3
𝜗 𝜕𝜆𝜇1[𝑅

𝜆𝜆] = 𝑆𝜆𝜆 ,

для частного случая сферически-симметричной геометрии имеем:

4

3𝑟2
𝜗𝜇1 [𝜕𝑛 ̃︀𝑅]− 8

3𝑟
𝜗 𝜕𝜆𝜇1[𝜕

2
𝑛𝑛𝑟] = 𝑆𝜆𝜆 ,

если затем использовать уравнения движения сферически-симметричной свето­
подобной тонкой оболочки в квадратичной гравитации (3.24), для рассматрива­
емого действия находим:

− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2)[𝜕𝑛 ̃︀𝑅] + 𝑟 (𝛽1 + 3𝛽2)[𝜕𝑛𝜎] = 8𝜋 𝑟2 𝑆𝜆𝜆 =

=
32𝜋

3
𝜗𝜇1 [𝜕𝑛 ̃︀𝑅]− 64𝜋𝑟

3
𝜗 𝜕𝜆𝜇1[𝜕

2
𝑛𝑛𝑟] .

Для светоподобных сферически симметричных гиперповерхностей двой­
ной слой, как будет показано ниже, существует, если снять ограничения, свя­
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занные с условиями Лихнеровича, и считать непрерывной на гиперповерхности
только метрику. Тем не менее, даже в этом случае 𝐶2 = 𝐶2(±), так как для сфе­
рически-симметричной метрики: 𝐶2 = ( ̃︀𝑅−2)2

3𝑟4 , и двумерная скалярная кривизна̃︀𝑅 содержит только первые производные по 𝑛 для светоподобной гиперповерх­
ности.

После интегрирования по углам получим двумерное эффективное дей­
ствие для материи с радиусом в качестве дилатона. Выпишем ту часть, которая
содержит слагаемое с Φ, потому что только это слагаемое дает вклад в поверх­
ностный тензор энергии-имульса, так как 𝜂(0) = 0:

𝑆2𝑚 = −4𝜋 𝜗

3

∫︁
Ω2

𝜇1(𝑥)
√︀
|̃︀𝛾| 𝑑2𝑥 (︁ ̃︀𝑅− 2

)︁2
(±) + ...,

здесь |̃︀𝛾| и ̃︀O𝛼- модуль детерминанта и ковариантная производная двумерной
метрики ̃︀𝛾𝛼𝛽, соответственно.

Выделим поверхностную часть в вариации этого действия по ̃︀𝛾𝛼𝛽 и радиусу
в координатах {𝑛,̃︀𝜆}:
𝛿𝑆2𝑚|Σ0

= −2𝜋

∫︁
Σ0

√︁
|̃︀ℎ| (︀𝑟6 𝑆𝛼𝛽𝛿̃︀𝛾𝛼𝛽 + 2𝑟3𝑆 𝛿𝑟

)︀
𝑑̃︀𝜆 =

=

∫︁
8𝜋𝜗

3
{
[︁
𝜇1

(︁ ̃︀𝑅− 2
)︁ ̃︀O𝑛 𝛿̃︀𝛾̃︀𝜆̃︀𝜆]︁− [︁𝜕𝑛 (︁𝜇1

(︁ ̃︀𝑅− 2
)︁)︁]︁

𝛿̃︀𝛾̃︀𝜆̃︀𝜆+
+ 2

[︁
𝜕̃︀𝜆
(︁
𝜇1

(︁ ̃︀𝑅− 2
)︁)︁]︁

𝛿̃︀𝛾𝑛̃︀𝜆 }
√︁

|̃︀ℎ| 𝑑̃︀𝜆 , (2.42)

где ̃︀𝜆 =
∫︀

𝑑𝜆
𝑟2(0,𝜆) , ̃︀ℎ = ̃︀𝛾|Σ0

, 𝑆 - след поверхностного тензора энергии-импульса,
Ω2 -двумерное многообразие, которое остается после интегрирования исходного
действия по углам, лагранжев множитель 𝜇1(𝑥) считается непрерывным на Σ0.
«Внешнее давление» и «внешний поток» для данного случая:

𝑆𝑛𝑛 = 𝑆𝑛2 = 𝑆𝑛3 = 0, 𝑆𝑛̃︀𝜆 = − 4𝜗

3 𝑟6

[︁
𝜕̃︀𝜆
(︁
𝜇1
̃︀𝑅)︁]︁ . (2.43)

Если затем, как и в предыдущем примере, выбрать в качестве действия
гравитации конформную гравитацию, то из уравнений (3.42,2.43) следует, что:

𝜕̃︀𝜆
[︁ ̃︀𝑅(︁𝜇1 +

𝛼1

16𝜋 𝜗

)︁]︁
= 0
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Таким образом, для функции 𝜇1(0,̃︀𝜆) получим:

𝜇1(0,̃︀𝜆) = − 𝛼1

16𝜋 𝜗
+ 𝐶 [ ̃︀𝑅]−1,

где 𝐶 - произвольная константа.
Особый физический интерес представляет ситуация, когда возможность

рождения частиц существует, но не реализуется. Это так называемый «бере­
менный вакуум» [34], который является примером физического вакуума. Этот
случай соответствует решению уравнений движения, когда объемная плотность
числа частиц и, как следствие, функция Φ равны нулю, хотя формально сла­
гаемое, ответственное за рождение частиц, все так же присутствует в действии
материи.

В этой ситуации, для уравнения (2.8), которое является следствием урав­
нений движения, возможны два варианта. В первом материя, которая потенци­

ально может родиться, обладает ненулевым давлением 𝑝 > 0 и lim
𝜂→0

𝐸 + 𝑝

𝜂
= 0,

поэтому 𝜕𝑎𝜇1 𝑢
𝑎 = 0. Так как 𝑢𝑎 для «беременного вакуума» произвольный нену­

левой вектор, нормированный условием (2.4), единственным решением может
быть 𝜇1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Исключением является космология, для которой 𝑢0 = 1, 𝑢𝑖 =

0, 𝑖 = 1,2,3, но обсуждение этого случая выходит за рамки данной работы.
Во втором варианте частицы, которые могут появиться, представляют из

себя пыль, т.е. 𝑝 = 0, 𝐸 = 𝑚0 𝜂, тогда 𝜕𝑎𝜇1 𝑢
𝑎 = −𝑚0, поэтому лагранжев

множитель 𝜇1 не обязательно является константой.
Для случая, когда рождение частиц обусловлено исключительно грави­

тацией, то есть, как показано выше Φ = 𝜗𝐶2, условие «беременного вакуу­
ма» фиксирует определенные геометрические свойства пространства-времени,
а именно, квадрат тензора Вейля должен быть равен нулю. Кроме того, из
(2.27) при условии 𝜂 = 0, 𝜇1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 следует, что в отсутствие внешних полей
тензор энергии-импульса пропорционален тензору Баха:

𝑇 𝑎𝑏 = −8𝜗𝜇1𝐵
𝑎𝑏 .

Для сферически-симметричной метрики:

𝐶2 =
( ̃︀𝑅− 2)2

3𝑟4
,
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поэтому «беременный вакуум» существует при ̃︀𝑅 = 2. Общий вид сферически­
симметричной метрики, для которой выполняется это условие:

𝑑𝑠2 =
𝑟2(𝑡,𝑥)

𝑥2
(︀
𝑑𝑡2 − 𝑑𝑥2

)︀
− 𝑟2(𝑡,𝑥) 𝑑Ω2, (2.44)

где 𝑟(𝑡,𝑥) - произвольная функция. Это пространство-время представляет из
себя один из вакуумов сферически-симметричной конформной гравитации, опи­
саных в работе [49]. В этой же статье показано, что в этом случае тензор Баха
тождественно равен нулю, следовательно 𝑇 𝑎𝑏 = 0, поэтому, как минимум, в сфе­
рически-симметричном случае «беременный вакуум» соответствует вакуумным
решениям соответсвующих полевых уравнений для действия гравитации.

Воспользуемся соотношениями (1.66,1.67,1.68) для того, чтобы выписать
уравнения поля для квадратичной гравитации общего вида в сферически-сим­
метричном случае (3.37) при ̃︀𝑅 = 2:

𝐻𝛼𝛽 = 8𝜋𝑟2𝑇𝛼𝛽,

6𝛽�𝑅− 𝛼4𝑅− 2𝛼5Λ =
6𝛽

𝑟2
̃︀�𝑅 +

12𝛽

𝑟3
𝜕𝛼𝑟 ̃︀𝜕𝛼𝑅− 𝛼4𝑅− 2𝛼5Λ = 8𝜋𝑇,

𝐻𝛼𝛽 = ̃︀𝛾𝛼𝛽 (︂2𝛽𝑟2̃︀�𝑅 + (𝛼4 + 2𝛽𝑅)𝑟2
(︂
− 𝑟2

12
𝑅−Δ+ 1

)︂
+ 2𝛽𝑟 𝜕𝜈𝑟 ̃︀𝜕𝜈𝑅

)︂
−

− ̃︀𝛾𝛼𝛽 𝑟4

4
(𝛼4𝑅 + 2𝛼5Λ)− 2𝛽𝑟2̃︀O𝛼̃︀O𝛽𝑅 + 2𝛽𝑟 (𝜕𝛼𝑟 𝜕𝛽𝑅 + 𝜕𝛼𝑅𝜕𝛽𝑟)+

+ 2(𝛼4 + 2𝛽𝑅)
(︀
−𝑟̃︀O𝛼̃︀O𝛽𝑟 + 2𝜕𝛼𝑟𝜕𝛽 𝑟

)︀
, (2.45)

причем четырехмерная скалярная кривизна 𝑅 при условии ̃︀𝑅 = 2 связана с
радиусом следующим соотношением:

𝑅 = − 6

𝑟3
̃︀� 𝑟 , (2.46)

где ̃︀� - двумерный лапласиан «метрики» ̃︀𝛾𝛼𝛽. Дополнительно выпишем след
тензора 𝐻𝛼𝛽 относительно двумерной «метрики» ̃︀𝛾𝛼𝛽:
̃︀𝛾𝛼𝛽 𝐻𝛼𝛽 = 2𝛽𝑟2 ̃︀�𝑅 + 8𝛽𝑟 𝜕𝛼𝑟 ̃︀𝜕𝛼𝑅 + 2𝑟2(𝛼4 + 2𝛽𝑅)

(︂
𝑟2

12
𝑅 +Δ+ 1

)︂
−

− 𝑟4

2
(𝛼4𝑅 + 2𝛼5Λ) = 8𝜋𝑟4(𝑇 − 2𝑇 2

2 ) . (2.47)
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Покажем, что в общей теории относительности метрика де Ситтера (анти­
де Ситтера) - единственный вариант сферически-симметричного вакуума, для
которого ̃︀𝑅 = 2. Это означает, что для общей теории относительности не су­
ществует сферически-симметричного вакуумного решения с сингулярностью в
нуле при ̃︀𝑅 = 2, т.е. без рождения частиц. Наиболее простой способ доказа­
тельства состоит в том, чтобы найти двумерную скалярную кривизну метрики
Шварцшильда-де Ситтера:

𝑑𝑠2 = 𝑓(𝑟)𝑑𝑡2 − 𝑓−1𝑑𝑟2 − 𝑟2𝑑Ω2, 𝑓(𝑟) = 1− 2𝑀

𝑟
− 𝑟2

6

𝛼5

𝛼4
Λ, ̃︀𝑅 = 2− 12𝑀

𝑟
,

которая представляет из себя общий случай сферически-симметричного вакуу­
ма в общей теории относительности, и убедиться, что ̃︀𝑅 = 2 только при 𝑀 = 0.

Тот же результат получается для модели квадратичной гравитации с нену­
левыми 𝛼4 и 𝛼5, в которой из квадратичных комбинаций присутствует только
𝐶2, потому что этот частный случай также удовлетворяет условию 𝛽 = 0, так
как для него 𝛼3 =

1
3𝛼1, 𝛼2 = −2𝛼1 .

Что же касается общего случая квадратичной гравитации, то версия тео­
ремы об отсутствии волос для квадратичной гравитации подразумевает, что
для сферически-симметричного статического вакуума со скалярной кривизной,
которая достаточно быстро стремится к константе на бесконечности, 𝑅 долж­
на быть постоянной во всем пространстве-времени [77—79]. Из (2.45) следу­
ет, что в этом случае 𝑅 = −2𝛼5

𝛼4
Λ. Подставляя это условие в (2.47), получим

Δ = −1 + 𝛼5

6𝛼4
Λ 𝑟2. Если затем вернуться к системе (2.45), имеем:

2

(︂
𝛼4 − 4

𝛼5

𝛼4
𝛽 Λ

)︂(︀̃︀𝛾𝛼𝛽 𝑟2 − 𝑟̃︀O𝛼̃︀O𝛽𝑟 + 2𝜕𝛼𝑟𝜕𝛽 𝑟
)︀
= 0,

при 𝛼4 − 4 𝛼5

𝛼4
𝛽 Λ ̸= 0 этот случай аналогичен результату полученному выше

для общей теории относительности, т.е. метрика де Ситтера (анти-де Ситтера)
является единственно возможным вакуумным решением с учетом всех ограни­
чений.

Для конформной гравитации метрика (2.44) с произвольной функцией
𝑟(𝑡,𝑥) является сферически-симметричным вакуумом при ̃︀𝑅 = 2, соответствен­
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но возможны решения, для которых квадрат тензора Римана:

𝑅𝑎𝑏𝑐𝑑𝑅
𝑎𝑏𝑐𝑑 =

1

9
𝑅2 +

4

3𝑟2
𝑅 (1 + Δ) +

8

𝑟4
(1 + Δ)2 +

8

𝑟2
O𝛼O𝛽𝑟O

𝛼O𝛽𝑟 =

=
1

3
𝑅2 +

4

3𝑟2
𝑅

(︂
1 +

𝑥2

𝑟2
(︀
�̇�2 − 𝑟′ 2

)︀)︂
+

8

𝑟4

(︂
1 +

𝑥2

𝑟2
(︀
�̇�2 − 𝑟′ 2

)︀)︂2

+

+
16𝑥4

𝑟6

(︃(︂
𝑟 +

𝑟′

𝑥
− �̇�2 + 𝑟′ 2

𝑟

)︂ (︂
𝑟′′ +

𝑟′

𝑥
− �̇�2 + 𝑟′ 2

𝑟

)︂
−
(︂
�̇�′ +

�̇�

𝑥
− 2

𝑟
�̇� 𝑟′
)︂2
)︃
,

(2.48)

имеет особенность при 𝑟 = 0. Здесь мы использовали формулу (1.72) для част­
ного случая ̃︀𝑅 = 2.

Для квадратичной гравитации общего вида также существует вакуумное
решение с постоянной четырехмерной кривизной 𝑅 = −2𝛼5

𝛼4
Λ = −𝛼4

2𝛽 . Рассмот­
рим данное решение в координатах {𝑡,𝑟}, считая, что метрика стационарна, то
есть зависит только от 𝑟:

𝑑𝑠2 = 𝛾00(𝑟)𝑑𝑡
2 + 𝛾11(𝑟)𝑑𝑟

2 − 𝑟2 𝑑Ω2.

Из связи четырехмерной кривизны с ̃︀𝑅 (2.46) и определения двумерной
скалярной кривизны (1.70) получим следующую систему уравнений:

−̃︀Δ(︂𝑦′ + 1

2
𝑦2
)︂
− 1

2
̃︀Δ′ 𝑦 = 2, ̃︀Δ′ + ̃︀Δ 𝑦 = −𝑟3

3
𝑅, 𝑦 =

𝛾′
00

𝛾00
− 2

𝑟
.

Так как нас интересует поведение квадрата тензора Римана при 𝑟 → 0,
можно пренебречь слагаемым −𝑟3

3 𝑅 в правой части второго уравнения, предпо­
ложив, что левая часть имеет меньший порядок по 𝑟. Система уравний сводится
к следующей при 𝑟 → 0:

−̃︀Δ(︂𝑦′ + 1

2
𝑦2
)︂
− 1

2
̃︀Δ′ 𝑦 = 2, ̃︀Δ′ + ̃︀Δ 𝑦 = 0,

частным решением которой является: ̃︀Δ = 𝑟2

𝛾11
= − (𝑟 + 𝐶)2 , 𝑦 = − 2

𝑟+𝐶 , где
𝐶 - произвольная константа. При 𝐶 = 0 это решение представляет из себя
метрику Минковского, если же эта константа не равна нулю, квадрат тензора
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Римана расходится при 𝑟 → 0:

𝑅𝑎𝑏𝑐𝑑𝑅
𝑎𝑏𝑐𝑑 =

1

9
𝑅2 − 4

3𝑟4
𝑅𝐶(2𝑟 + 𝐶) +

8

𝑟8
𝐶2 (2𝑟 + 𝐶)2 +

16

𝑟8
𝐶2 (𝑟 + 𝐶)2 .

Покажем также, что для сферически симметричных геометрий для данно­
го действия в отсутствии внешних полей сингулярной гиперповерхностью, раз­
деляющей два различных пространства-времени с ̃︀𝑅 = 2, то есть представляю­
щих из себя два различных случая «беременного вакуума», может быть только
времениподобный или пространственноподобный двойной слой. Здесь необходи­
мо сделать оговорку, что подобный двойной слой невозможен для конформной
гравитации, так как в этом случае условие [ ̃︀𝑅] = 0 приводит к сценарию тонкой
оболочки.

Для времениподобных и пространственноподобных тонких оболочек из
уравнений (2.41) следует, что если [𝜕𝑛 ̃︀𝑅] = 0, то [𝜕𝑛𝜎] = 0 и, как следствие,
подобной тонкой оболочки не существует.

Что касается светоподобного случая, из выражения для вариации дей­
ствия (2.42) следует, что при ̃︀𝑅+ = ̃︀𝑅− = 2 и 𝜇1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, светоподобной гипер­
поверхности не существует.

2.2 Скалярное поле

Перейдем к изучению функции Φ более сложного вида, когда в процесс
рождения частиц вносит вклад не только гравитация, но и некоторое внеш­
нее скалярное поле 𝜙. Как отмечено выше, комбинация

√
−𝑔Φ должна быть

конформно инвариантной, поэтому одним из наиболее простых вариантов до­
бавления скалярного поля является:

Φ = 𝜗𝐶2 + 𝜁

(︂
𝜙�𝜙− 1

6
𝜙2𝑅 + Λ0 𝜙

4

)︂
, (2.49)

где 𝜗, 𝜁, Λ0 - некоторые константы.
Для того, чтобы избежать появления неопределенных функций в лагран­

жиане необходимо, чтобы скалярное поле 𝜙 было непрерывным на гиперповерх­
ности, но его производные могут иметь скачки, тогда действие материи (2.10)
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для данного случая можно записать как:

𝑆𝑚 =

∫︁
Ω

{︀
𝐿𝑚(±) + 𝐿𝑚(0) 𝛿(𝑛(𝑥))

}︀√︀
|𝑔| 𝑑4𝑥,

𝐿𝑚(0) = −𝐸(0) + 𝜇(0) (𝑢𝑎 𝑢
𝑎 − 1)− 𝜕𝑎𝜇1𝜂(0) 𝑢

𝑎,

𝐿±
𝑚 = −𝐸± + 𝜇±

0 (𝑢𝑎 𝑢
𝑎 − 1)− 𝜕𝑎𝜇1 𝜂

±𝑢𝑎−

− 𝜇1

(︂
𝜗𝐶2± − 1

6
𝜁 𝜙2±𝑅± + 𝜁 Λ0 𝜙

4±
)︂
+ 𝜇2 𝜕𝑎𝑋 𝑢𝑎 + 𝜁 𝜕𝑎 (𝜇1𝜙)

± 𝜕𝑎𝜙± , (2.50)

здесь было использовано уравнение (2.13), а также следующее соотношение:∫︁
𝜇1𝜙�𝜙

√
−𝑔 𝑑4𝑥 =

∫︁ {︀
𝜕𝑎
(︀
𝜇1𝜙𝜕𝑎𝜙

√
−𝑔
)︀
− 𝜕𝑎 (𝜇1𝜙) 𝜕

𝑎𝜙
√
−𝑔
}︀
𝑑4𝑥 =

=

∫︁ {︀
𝜕𝑎
(︀
𝜇1𝜙𝜕𝑎𝜙

√
−𝑔
)︀
(±)− 𝜕𝑎 (𝜇1𝜙) 𝜕

𝑎𝜙
√
−𝑔(±)

}︀
𝑑4𝑥+

+

∫︁
[𝜇1𝜙𝜕𝑎𝜙

√
−𝑔 ] 𝜕𝑎𝑛(𝑥) 𝛿(𝑛(𝑥)) 𝑑

4𝑥 = −
∫︁

𝜕𝑎 (𝜇1𝜙) 𝜕
𝑎𝜙(±)

√
−𝑔 𝑑4𝑥 . (2.51)

Закон рождения для данного случая:

O𝑎(𝜂
±𝑢±𝑎) = 𝜗𝐶2± + 𝜁

(︂
𝜙±�𝜙± − 1

6
𝜙2±𝑅± + Λ0 𝜙

4±
)︂
,{︃

[𝜂𝑢𝑛] +
1√︀
|ℎ|

𝜕𝑖

(︁
𝑢𝑖 𝜂(0)

√︀
|ℎ|
)︁}︃

|Σ0
= 𝜁 [𝜙O𝑛𝜙] . (2.52)

Проварьировав рассматриваемое действие по метрике находим тензор
энергии-импульса, его объемная и поверхностная части, соответственно:

𝑇 𝑎𝑏± =
(︀
𝑝± + 𝐸±)︀𝑢𝑎±𝑢𝑏± − 𝑝± 𝑔𝑎𝑏 − 8𝜗

(︂
O𝑐O𝑑 +

1

2
𝑅±

𝑐𝑑

)︂(︀
𝜇1𝐶

𝑎𝑐𝑏𝑑±)︀+
+ 𝜇1𝑔

𝑎𝑏𝜁Λ0 𝜙
4± − 𝑔𝑎𝑏𝜁 𝜕𝑐

(︀
𝜇1𝜙

±)︀ 𝜕𝑐𝜙± + 𝜁 𝜕𝑎
(︀
𝜇1𝜙

±)︀ 𝜕𝑏𝜙±+

+ 𝜁 𝜕𝑏
(︀
𝜇1𝜙

±)︀ 𝜕𝑎𝜙± +
𝜁

3

{︀
𝜇1𝜙

2±𝐺𝑎𝑏± − O𝑎O𝑏
(︀
𝜇1𝜙

2±)︀+ 𝑔𝑎𝑏�
(︀
𝜇1𝜙

2±)︀}︀ , (2.53)
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− 2𝜗𝜇1 { 2
(︀
[O𝑛𝑅𝑏𝑑] + [𝜕𝑘

(︀
𝑔𝑘𝑛𝑅𝑏𝑑

)︀
] + 𝑔𝑘𝑛Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑏𝑑] + 2𝑔𝑎𝑛Γ𝑏

𝑎𝑐[𝑅
𝑐𝑑]
)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑+

− 1

3

(︀
𝑔𝑏𝑑[𝜕𝑛𝑅] + [𝜕𝑘

(︀
𝑔𝑘𝑛𝑔𝑏𝑑𝑅

)︀
] + 𝑔𝑘𝑛 𝑔𝑏𝑑Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅] + 2𝑔𝑎𝑛𝑔𝑐𝑑 Γ𝑏
𝑎𝑐[𝑅]

)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑−

− 2

3

(︀
[O𝑏𝑅𝑛𝑑] + [𝜕𝑘

(︀
𝑔𝑛𝑏𝑅𝑘𝑑

)︀
] + 𝑔𝑛𝑏 Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑘𝑑] + 𝑔𝑛𝑑 Γ𝑏

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑐] + 𝑔𝑛𝑐 Γ𝑏

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑑]
)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑−

− 2

3

(︀
[O𝑑𝑅𝑛𝑏] + [𝜕𝑘

(︀
𝑔𝑛𝑑𝑅𝑘𝑏

)︀
] + 𝑔𝑛𝑑 Γ𝑎

𝑎𝑘[𝑅
𝑘𝑏] + 𝑔𝑛𝑏 Γ𝑑

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑐] + 𝑔𝑛𝑐 Γ𝑑

𝑎𝑐[𝑅
𝑎𝑏]
)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑+

+
1

3

(︀
[𝑅]
(︀
2𝑔𝑏𝑛𝑔𝑑𝑛 + 𝜀𝑔𝑏𝑑

)︀
− 6𝜀 [𝑅𝑏𝑑]

)︀
𝜕𝑛𝛿𝑔𝑏𝑑 }+

(︀(︀
𝑝(0) + 𝐸(0)

)︀
𝑢𝑑𝑢𝑏 − 𝑝(0) 𝑔

𝑏𝑑
)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑−

− 1

3
𝜁 [𝜕𝑛

(︀
𝜇1 𝜙

2
)︀
]
(︀
𝑔𝑛𝑏𝑔𝑛𝑑 − 𝜀𝑔𝑏𝑑

)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑+

2

3
𝜗 𝜕𝑎𝜇1 { − [𝑅](𝑔𝑛𝑏𝑔𝑎𝑑+ 𝑔𝑛𝑑𝑔𝑎𝑏− 𝑔𝑎𝑛𝑔𝑏𝑑)−

− 6𝑔𝑛𝑎[𝑅𝑏𝑑] + 4
(︀
𝑔𝑑𝑛[𝑅𝑎𝑏] + 𝑔𝑏𝑛[𝑅𝑎𝑑]

)︀
} 𝛿𝑔𝑏𝑑 = 𝑆𝑎𝑏 𝛿𝑔𝑎𝑏 , (2.54)

при записи поверхностной части вариации действия использованы описанные
выше координаты {𝑛,𝑦𝑖}.

Из (2.54) следует, что «внешнее давление» и «внешний поток» для рас­
сматриваемого действия материи не отличаются от (2.30,2.31), так как дополни­
тельное слагаемое, связанное с включением скалярного поля в закон рождения:

−1

3
𝜁 [𝜕𝑛

(︀
𝜇1 𝜙

2
)︀
]
(︀
𝑔𝑛𝑏𝑔𝑛𝑑 − 𝜀𝑔𝑏𝑑

)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑 ,

равно нулю, если хотя бы один из индексов 𝑏 или 𝑑 равен 𝑛.
При введении внешнего скалярного поля появляется дополнительное урав­

нение движения, полученное вариацией действия материи по 𝜙. Оно также рас­
щепляется на объемную и поверхностную части:

𝜇1�𝜙
± +�

(︀
𝜇1𝜙

±)︀+ 4𝜇1Λ0𝜙
3± − 1

3
𝜇1 𝜙

±𝑅± = 0 ,

[2𝜇1𝜕𝑛𝜙+ 𝜙𝜕𝑛𝜇1] = 0 ,

из второго соотношения получаем, что [𝜕𝑛
(︀
𝜇1 𝜙

2
)︀
] = 0, поэтому поле 𝜙 не дает

вклада не только в 𝑆𝑛𝑎, но и в остальные компоненты поверхностного тензора
энергии-импульса 𝑆𝑖𝑗. Учитывая, что лагранжев множитель 𝜇1 и его произ­
водные считались непрерывными при выводе уравнений из этого соотношения
следует, что [𝜕𝑛𝜙] = 0, и тогда отсутствует вклад со скалярным полем в по­
верхностную часть закона рождения. В то же время, можно допустить присут­
ствие скачка в первых производных 𝜇1, если одновременно положить равной
нулю функцию 𝜂(0). При таком предположении не меняется форма уравнений



80

(2.54), за исключением того, что множитель 𝜕𝑎𝜇1 должен быть помещен под
знак скачка, и последнее слагаемое равно нулю. Тем не менее, в этом случае в
закон рождения на Σ0 входит часть, связанная с функцией Φ:

[𝜂𝑢𝑛] = 𝜁[𝜙O𝑛𝜙],

то есть процессы рождения происходят не только в Ω± областях, но и на гипер­
поверхности непосредственно.

Дополнительно стоит отметить, что в след объемной части тензора энер­
гии-импульса 𝑇± = 𝐸±−3 𝑝± не дают вклада слагаемые, связанные с вариацией
Φ
√
−𝑔, если дополнительно использовать объемную часть уравнения движения

на 𝜙. Очевидно, этот факт связан с конформной инвариантностью Φ
√
−𝑔.

Рассмотрим также «беременный вакуум» для данной модели. В предыду­
щем разделе показано, что для этого случая, за исключением пыли, 𝜂 = 𝐸 =

Φ = 0 и 𝜇1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. При этом тензор энергии-импульса не обязательно равен
нулю:

1

𝜇1𝜁
𝑇 𝑎𝑏 = −8

𝜗

𝜁
𝐵𝑎𝑏 + 𝑔𝑎𝑏

(︀
Λ0 𝜙

4 − 𝜕𝑐𝜙𝜕𝑐𝜙
)︀
+

+ 2𝜕𝑎𝜙𝜕𝑏𝜙+
1

3

{︀
𝜙2𝐺𝑎𝑏 − O𝑎O𝑏

(︀
𝜙2
)︀
+ 𝑔𝑎𝑏�

(︀
𝜙2
)︀}︀

. (2.55)

Условие Φ = 0 вместе с уравнением движения на поле 𝜙 образуют следу­
ющую систему уравнений:

2�𝜙+ 4Λ0 𝜙
3 − 1

3
𝜙𝑅 = 0 , (2.56)

Φ = 𝜗𝐶2 + 𝜁

(︂
𝜙�𝜙− 1

6
𝜙2𝑅 + Λ0 𝜙

4

)︂
= 0, (2.57)

если выразить �𝜙 из первого уравнения: �𝜙 = −2Λ0 𝜙
3 + 1

6 𝜙𝑅, и подставить
во второе, получим, что 𝜙4 пропорционально квадрату тензора Вейля:

𝜙4 =
𝜗

𝜁Λ0
𝐶2 . (2.58)
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Далее, рассмотрим сферически симметричные геометрии, для которых
условие (2.58) имеет вид:

𝜙4 =
𝜗

𝜁Λ0

( ̃︀𝑅− 2)2

3𝑟4
, (2.59)

отсюда получаем соотношение: 𝜙 = ± 4

√︁
𝜗

3𝜁Λ0

√
| ̃︀𝑅−2|
𝑟 .

В предыдущем разделе было показано, что для общей теории относитель­
ности из всего семейства сферически симметричных вакуумов, которые пред­
ставляют из себя метрику Шварцшильда-де Ситтера (анти-де Ситтера) только
чистый де Ситтер (анти-де Ситтер), то есть решение без сингулярности в нуле,
соответствует «беременному вакууму» в отсутствии внешних полей. Покажем,
что даже после добавления внешнего скалярного поля решение Шварцшильда­
де Ситтера (анти-де Ситтера) не может описывать «беременный вакуум». Для
этой метрики ̃︀𝑅 = 2 − 12𝑀

𝑟 , поэтому из условия (2.59) следует, что 𝜙 ∝ 𝑟−
3
2 . С

другой стороны, для этого решения имеем:

�𝜙 = − 1

𝑟2
𝜕𝑟
(︀
𝑟2𝑓(𝑟) 𝜕𝑟𝜙

)︀
∝
(︂
−1

2
𝑟−

7
2 +

3𝑀

𝑟
− Λ

2
𝑟−

3
2

)︂
,

что противоречит уравнению движения на 𝜙.
Отметим также, что несмотря на то, что скалярное поле 𝜙 не вносит вклад

в поверхностный тензор энергии-импульса, его присутствие снимает ограниче­
ния на тип сингулярных гиперповерхностей, разделяющих два сферически-сим­
метричных «беременных вакуума». Это связано с тем, что в силу условия (2.59),
даже при непрерывном 𝜙, двумерная скалярная кривизна может испытывать
скачок на Σ0, если выполняется соотношение: ̃︀𝑅+ + ̃︀𝑅− = 4.

Дополнительно разберем случай, когда плотность энергии зависит и от
скалярного поля: 𝐸(𝑛,𝑋,𝜙). Для него можно провести аналогию с полем Хиггса
в силу схожих слагаемых в действии. При этом меняется уравнение движения
на 𝜙:

𝜇1�𝜙+� (𝜇1𝜙) + 4𝜇1Λ0𝜙
3 − 1

3
𝜇1 𝜙𝑅 = −1

𝜁

𝜕𝐸

𝜕𝜙
.

Вычислим след тензора энергии-импульса для данной модели:

𝑇 = 𝐸−3𝑝+4𝜁 𝜇1Λ0 𝜙
4− 𝜁

3
𝜇1 𝜙

2𝑅+𝜁 𝜙� (𝜇1𝜙)+𝜁 𝜇1𝜙�𝜙 = 𝐸−3𝑝−𝜙
𝜕𝐸

𝜕𝜙
,

(2.60)
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где во втором равенстве было использовано представленное выше уравнение
движения.

Рассмотрим ситуацию, при которой действие гравитации является кон­
формно-инвариантным. Этот случай до определенной степени эквивалентен ин­
дуцированной гравитации, при которой нет ничего, кроме действия материи,
так как множитель лагранжа 𝜇1 определен с точностью до константы, поэтому
даже при отсутсвии отдельного лагранжиана для гравитации, можно выделить
слагаемые пропорциональные 𝐶2 и 𝜙2𝑅. Впервые подобные модели, в которых
нет отдельного действия для гравитации, были исследованы А.Д. Сахаровым
[80]. Он предположил, что гравитационное поле не является фундаментальным,
а есть результат усредненного влияния вакуумных флуктуаций всех остальных
квантовых полей, эти идеи легли в основу теории индуцированной гравитации.
Для конформно инвариантного действия 𝑇 = 0, поэтому из (2.60) следует:

𝐸 − 3𝑝 = 𝜙
𝜕𝐸

𝜕𝜙
. (2.61)

Для пыли, то есть при 𝑝 = 0, из этого уравнения следует, что 𝐸 ∝ 𝑛𝜙.
Это означает, что масса частиц пыли зависит от скалярного поля.

Для излучения 𝐸 = 3𝑝, поэтому 𝜕𝐸
𝜕𝜙 = 0, то есть плотность энергии не

зависит от скалярного поля или 𝜙 соответсвует экстремумам функции 𝐸 на
уравнениях движения.
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Глава 3. Светоподобные сингулярные гиперповерхности в
квадратичной гравитации

3.1 Построение специальной системы координат

Для светоподобных гиперповерхностей существуют некоторые аналоги
гауссовых нормальных координат, такие, как гауссовы светоподобные координа­
ты (GNC) [81—83] или координаты для слоения рассматриваемого многообразия
светоподобными гиперповерхностями (NSFС) [84—86].

В данной работе был использован более минималистичный подход, кото­
рый не требует дополнительной информации относительно поведения нормаль­
ного векторного поля вне Σ0. С помощью формализма, описанного в книге Э.
Пуассона [59], были построены координаты, которые являются частным слу­
чаем координат {𝑛,𝑦𝑖} для светоподобной гиперповерхности. Далее приведено
краткое описание этого процесса.

Рассмотрим светоподобную гиперповерхность Σ0, заданную в областях
Ω± с произвольными координатами {𝑥±} уравнениями: 𝑛±(𝑥±) = 0. Нормаль­
ное векторное поле к гиперповерхности определяется соотношением: 𝑁±𝑎 =

𝜕𝑎𝑛
±(𝑥±). Временно опустим обозначения ± для удобства и будем записывать

все уравнения в одной из областей.
В случае светоподобной гиперповерхности, норма 𝑁𝑎𝑁𝑎 равна нулю на

Σ0, поэтому вектор нормали определен с точностью до умножения на произ­
вольную скалярную функцию. Так как вектор 𝑁𝑎 - светоподобный на Σ0, он
одновременно является касательным к рассматриваемой поверхности.

Покажем, что векторное поле 𝑁𝑎 на гиперповерхности является касатель­
ным к семейству светоподобных геодезических, которые лежат на Σ0:

O𝑏𝑁𝑎𝑁
𝑏 = O𝑎𝑏𝑛 𝜕𝑏𝑛 = O𝑏𝑎𝑛 𝜕𝑏𝑛 =

1

2
O𝑎

(︀
𝑁𝑏𝑁

𝑏
)︀
.

Скаляр 𝑁𝑎𝑁𝑎 равен нулю на всей Σ0, поэтому его градиент направлен
вдоль 𝑁𝑎, тогда

O𝑏𝑁𝑎𝑁
𝑏 = 𝜅𝑁𝑎,



84

где 𝜅 - некоторый скаляр. Таким образом, 𝑁𝑎 на гиперповерхности является
касательным к светоподобным геодезическим, которые лежат на Σ0 и являются
ее генераторами.

Выберем произвольный (не обязательно афинный) параметр 𝜆 на выше­
указаных светоподобных генераторах гипеповерхности и две дополнительные
координаты - 𝜃𝐴, 𝐴 = 2,3 для маркировки геодезических, вместе они образу­
ют систему внутренних координат 𝑦𝑖 = {𝜆,𝜃𝐴} гиперповерхности. Параметр 𝜆

является афинным, если уравнение 𝑛(𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 задает целое семейство све­
топодобных гиперповерхностей, в этом случае функция 𝜕𝑏𝑛 𝜕𝑏𝑛 равна нулю не
только на гиперповерхности, но ,как минимум, в некоторой ее окрестности.

Вычислим индуцированную метрику на рассматриваемой гиперповерхно­
сти:

𝑑𝑠2Σ0
= 𝑔𝑎𝑏𝑑𝑥

𝑎(𝑦𝑖)𝑑𝑥𝑏(𝑦𝑗) = 𝑔𝑎𝑏𝑒
𝑎
𝑖 𝑒

𝑏
𝑗𝑑𝑦

𝑖𝑑𝑦𝑗, 𝑒𝑎𝑖 =
𝜕𝑥𝑎

𝜕𝑦𝑖
.

Векторные поля 𝑒𝑎𝑖 являются касательными к кривым, лежащим на гипер­
поверхности, поэтому на Σ0 они ортогональны нормали:

𝑁𝑎𝑒
𝑎
𝐴 = 0, 𝑁𝑎𝑒

𝑎
1 = 𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑎

𝜕𝜆
= 𝑁𝑎𝑁

𝑎 = 0.

Из этих же соотношений следует, что индуцированная метрика на свето­
подобной гиперповерхности Σ0 является эффективно двумерной:

𝑑𝑠2Σ0
= 𝑔𝑎𝑏𝑒

𝑎
𝐴𝑒

𝑏
𝐵𝑑𝜃

𝐴𝑑𝜃𝐵 = 𝜎𝐴𝐵𝑑𝜃
𝐴𝑑𝜃𝐵.

Систему векторных полей {𝑁𝑎,𝑒𝑎𝐴} можно дополнить до базиса в огра­
ничении векторного расслоения многообразия Ω на гиперповерхность - 𝑇Ω|Σ0

,
если найти вспомогательное светоподобное векторное поле 𝑙𝑎 со следующими
свойствами:

𝑙𝑎𝑁𝑎 = 1, 𝑙𝑎𝑒
𝑎
𝐴 = 0, 𝑙𝑎𝑙𝑎 = 0. (3.1)

Существование такого вектора, а также полнота системы векторных по­
лей {𝑙𝑎,𝑁𝑎,𝑒𝑎𝐴} в 𝑇Ω|Σ0

продемонстрированы в вышеупомянутой работе [59],
а также в публикации [58], где вводится обобщение векторов подобного типа
(rigging vector) для сингулярных гиперповерхностей смешанного каузального
характера.
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Так как векторые поля {𝑙𝑎,𝑁𝑎,𝑒𝑎𝐴} образуют базис в 𝑇Ω|Σ0
, возможно за­

писать соотношение полноты для обратной метрики:

𝑔𝑎𝑏 = 𝑙𝑎𝑁 𝑏 + 𝑙𝑏𝑁𝑎 + 𝜎𝐴𝐵𝑒𝑎𝐴𝑒
𝑏
𝐵. (3.2)

Выберем в качестве локальных координат в окрестности гиперповерхно­
сти {𝑛,𝜆,𝜃𝐴}. В этих координатах на Σ0 выполняются соотношения:

𝑁𝑎 = 𝛿𝑛𝑎 , 𝑁𝑎 =
𝜕𝑥𝑎(𝑦𝑖)

𝜕𝜆
= 𝛿𝑎𝜆, 𝑙𝜆 = 𝑙𝑛 = 1, 𝑙𝑛 = −𝑙𝜆, 𝑙𝐴 = 0. (3.3)

С учетом (3.2), в этих координатах обратная метрика имеет следующую
структуру на гиперповерхности:

𝑔𝑛𝜆 = 1, 𝑔𝑛𝑛 = 𝑔𝑛𝐴 = 0, 𝑔𝜆𝜆 = 2 𝑙𝜆, 𝑔𝜆𝐴 = 𝑙𝐴, 𝑔𝐴𝐵 = 𝜎𝐴𝐵. (3.4)

Тогда для тензора 𝑔𝑎𝑏, обратного к 𝑔𝑎𝑏, получим:

𝑔𝑛𝜆 = 1, 𝑔𝜆𝜆 = 𝑔𝜆𝐴 = 0, 𝑔𝑛𝑛 = −2 𝑙𝜆+𝜎𝐴𝐵𝑙
𝐵𝑙𝐴, 𝑔𝑛𝐴 = −𝜎𝐴𝐵𝑙

𝐵, 𝑔𝐴𝐵 = 𝜎𝐴𝐵.

(3.5)
Необходимо отметить, что соотношения (3.4,3.5) выполняются только на

Σ0, т.е. при 𝑛 = 0. Это означает, в частности, что вторые производные по 𝑛

от 𝑔𝑛𝜆, 𝑔𝜆𝜆, 𝑔𝜆𝐴 и их скачки на Σ0 в общем случае ненулевые. Скачки первых
производных по 𝑛 приняты равными нулю в силу условий Лихнеровича. Подоб­
ный вид метрики распространяется и на окрестность Σ0, только если векторное
поле 𝜕𝑎𝑛(𝑥) является светоподобным в некоторой окрестности Σ0, а не только
при 𝑛 = 0, но даже в этом случае: 𝜕2

𝑛𝑛 𝑔𝜆𝑛 ̸= 0.
Общая для Ω± система координат с необходимыми свойствами строится

следующим образом: 𝑛+ и 𝑛− можно непрерывно объединить в координату 𝑛

и выбрать 𝑦+𝑖 или 𝑦−𝑖 в качестве оставшихся координат. Непрерывность ком­
понент метрики на Σ0 обеспечивается соотношениями (3.4) и соответствующим
подбором функций 𝑦+𝑖(𝑦−𝑗).
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3.2 Полевые уравнения

Далее, перейдем к анализу уравнений (1.47-1.49,1.51) в координатах
{𝑛,𝜆,𝜃𝐴}. Вычислим скачки, присутствующие в данных уравнениях:

[𝑅] = 2 [𝑅𝑛 𝑛
𝑛𝑛 ] = [𝜕2

𝑛𝑛𝑔𝜆𝜆], [𝜕𝑖𝑅] = [𝜕𝑖𝜕
2
𝑛𝑛𝑔𝜆𝜆], (3.6)

[𝑅𝑎𝑏] =
1

2

(︀
𝛿𝑎𝜆 𝑔

𝑏𝑐 [𝜕2
𝑛𝑛𝑔𝑐𝜆] + 𝛿𝑏𝜆 𝑔

𝑎𝑐 [𝜕2
𝑛𝑛𝑔𝑐𝜆]− 𝛿𝑎𝜆 𝛿

𝑏
𝜆 𝑔

𝑐𝑑 [𝜕2
𝑛𝑛𝑔𝑐𝑑]

)︀
, (3.7)

[O𝜆𝑅
𝑏𝑑] = 𝜕𝜆[𝑅

𝑏𝑑] + 𝛿𝑏𝜆

(︂
Γ𝜆
𝜆𝜆[𝑅

𝜆𝑑] + Γ𝑑
𝜆𝐴[𝑅

𝜆𝐴] +
1

2
Γ𝑑
𝜆𝑛 [𝑅]

)︂
+

+ 𝛿𝑑𝜆

(︂
Γ𝜆
𝜆𝜆[𝑅

𝜆𝑏] + Γ𝑏
𝜆𝐴[𝑅

𝜆𝐴] +
1

2
Γ𝑏
𝜆𝑛 [𝑅]

)︂
, (3.8)

[O𝑖𝑅
𝑛𝑑] =

1

2
𝛿𝑑𝜆
(︀
𝜕𝑖[𝑅] + Γ𝑛

𝑖𝑛 [𝑅] + 2Γ𝑛
𝑖𝐴 [𝑅𝜆𝐴]

)︀
+

1

2
Γ𝑑
𝑖𝜆 [𝑅]. (3.9)

С учетом всего вышеперечисленного, получим уравнения для светоподоб­
ного двойного слоя в координатах {𝑛, 𝜆, 𝜃𝐴}:

𝑆𝑛𝑛 = 0, (3.10)

1

2
𝛽2
{︀
𝑔𝜆𝜆[𝜕𝜆𝑅] + [𝜕𝜆

(︀
𝑔𝜆𝜆𝑅

)︀
] + 𝑔𝜆𝜆Γ𝑎

𝑎𝜆[𝑅] + 2𝑔𝑐𝜆 Γ𝜆
𝜆𝑐[𝑅]

}︀
−

− (𝛽1 + 𝛽2)

{︂
1

2
[𝜕𝜆𝑅] +

1

2
𝑔𝜆𝑘[𝜕𝑘𝑅] +

1

4
𝑔𝜆𝐴𝑔𝜆𝐵 𝜕𝜆𝜎𝐴𝐵 [𝑅]− 1

2
Γ𝐴
𝐴𝑛[𝑅] +

1

2
Γ𝜆
𝜆𝑛[𝑅]

}︂
+

+ 𝛽1
{︀
2[O𝜆𝑅

𝜆𝜆] + Γ𝑎
𝑎𝜆[𝑅

𝜆𝜆]
}︀
+

1

2
[𝑅] (𝛽1 + 𝛽2)𝐵

𝜆𝜆
𝜆𝜆(𝑦) = 8𝜋 𝑆𝜆𝜆, (3.11)

(𝛽1 + 𝛽2)
(︀
[𝜕𝜆𝑅] + Γ𝑘

𝑘𝜆 [𝑅]
)︀
= 16𝜋 𝑆𝑛𝜆, (3.12)

1

2
𝛽2
{︀
2𝑔𝜆𝐴[𝜕𝜆𝑅] + 𝜕𝜆𝑔

𝜆𝐴[𝑅] + 𝑔𝜆𝐴Γ𝑎
𝑎𝜆[𝑅] + 𝑔𝑘𝐴Γ𝜆

𝜆𝑘[𝑅]
}︀
−

− 1

2
𝛽1 𝑔

𝑎𝜆Γ𝐴
𝑎𝜆[𝑅] + 𝛽1

{︀
2[O𝜆𝑅

𝜆𝐴] + Γ𝑎
𝑎𝜆[𝑅

𝜆𝐴]
}︀
−

− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2)

{︀
[𝜕𝐴𝑅]−𝐵𝜆𝐴

𝜆𝜆 (𝑦)[𝑅]
}︀
= 8𝜋𝑆𝜆𝐴 , (3.13)
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1

2
𝛽2
{︀
2𝜎𝐴𝐵 [𝜕𝜆𝑅] + 𝜕𝜆𝜎

𝐴𝐵 [𝑅] + 𝜎𝐴𝐵 Γ𝑎
𝑎𝜆[𝑅]

}︀
+

1

4
(𝛽2 − 𝛽1)𝜎

𝐴𝐶𝜎𝐵𝐷 𝜕𝜆𝜎𝐶𝐷[𝑅]+

+
1

2
(𝛽2 + 𝛽1)𝐵

𝐴𝐵
𝜆𝜆 (𝑦)[𝑅] = 8𝜋𝑆𝐴𝐵 . (3.14)

Разберем важный частный случай, когда векторное поле 𝜕𝑎𝑛(𝑥) является
светоподобным в некоторой окрестности Σ0. Тогда из (3.6-3.9) следует, что:

[𝑅] = [𝑅𝜆𝐴] = [𝜕𝑖𝑅] = [O𝑖𝑅
𝑛𝑑] = 0, (3.15)

[O𝜆𝑅
𝑏𝑑] = 𝛿𝑏𝜆 𝛿

𝑑
𝜆 [𝜕𝜆𝑅

𝜆𝜆]. (3.16)

Таким образом, он соответствует сценарию тонкой светоподобной оболоч­
ки, уравнение для которой в координатах {𝑛, 𝜆, 𝜃𝐴} имеет вид:

𝛽1
{︀
2 [𝜕𝜆𝑅

𝜆𝜆] + Γ𝑎
𝑎𝜆 [𝑅

𝜆𝜆]
}︀
− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2) [𝜕𝑛𝑅] = 8𝜋 𝑆𝜆𝜆. (3.17)

3.3 Модификация условий Лихнеровича

Для частного случая, когда Σ0 является слоем некоторого светоподобного
слоения, можно также поставить вопрос о необходимости условий Лихнеровича.

Покажем, что если светоподобная сингулярная гиперповерхность в квад­
ратичной гравитации с лагранжианом (1.3) без слагаемого Гаусса-Бонне явля­
ется, как минимум, локально, слоем некоторого светоподобного слоения Ω, то
вместо условий Лихнеровича, достаточно, чтобы на Σ0 выполнялись соотноше­
ния: (︀

𝑁𝑎𝑁𝑏𝑅
±𝑎𝑏𝛾𝑖𝑗 − 2𝑁𝑎𝑁𝑏𝑅

±𝑎𝑖𝑏𝑗
)︀
[𝑙𝑐 𝜕𝑐𝛾𝑖𝑗] = 0, (3.18)

где 𝑙𝑐 - вспомогательный светоподобный вектор, удовлетворяющий (3.1), 𝛾𝑖𝑗 -
индуцированная метрика в произвольных внутренних координатах {𝑦𝑖}, 𝑁𝑎 -
внешняя нормаль. Покажем, что если выполняются эти условия, множитель
в действии при 𝛿2 всегда равен нулю. Строго говоря, нельзя утверждать, что
𝛿2 не возникает в действии, если множитель при нем равен нулю, так как эта
функция не определена. Тем не менее, несложно показать, что равенство нулю
формального «множителя» при 𝛿2 эквивалентно тому, что соответствующая
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комбинация производных по 𝑛 в лагранжине, а именно, произведение вторых
производных по 𝑛 от метрики в случае, когда 𝑛 = 0 светоподобная гиперпо­
верхность, равна нулю. Если подобная комбинация отсутсвует в лагранжиане,
то квадрата дельта-функции не появляется с самого начала.

Метрика в окрестности Σ0 в координатах {𝑛, 𝜆, 𝜃𝐴}:

𝑑𝑠2 = 𝑔𝑛𝑛 𝑑𝑛
2 + 2𝑔𝑛𝜆 𝑑𝑛 𝑑𝜆+ 2𝑔𝑛𝐴 𝑑𝑛 𝑑𝜃𝐴 + 𝜎𝐴𝐵 𝑑𝜃𝐴 𝑑𝜃𝐵, (3.19)

вычислим «множитель» при 𝛿2 при условии, что тензор Римана имеет структу­
ру (1.22) в описанных выше координатах с метрикой (3.19).

Строго говоря, неправильно использовать фиксированную систему коор­
динат до варьирования, тем не менее, так как рассматриваемая величина яв­
ляется скаляром, можно ограничиться конкретными координатами для того,
чтобы показать, что она равна нулю. Этот «множитель» состоит из трех слага­
емых, соответственно, слагаемое при 𝛼1:

(𝛿𝑛𝑐 [Γ
𝑎
𝑏𝑑]− 𝛿𝑛𝑑 [Γ

𝑎
𝑏𝑐])

(︁
𝛿𝑛𝑐′[Γ

𝑎′

𝑏′𝑑′]− 𝛿𝑛𝑑′[Γ
𝑎′

𝑏′𝑐′]
)︁
𝑔𝑎𝑎′ 𝑔

𝑏𝑏′𝑔𝑐𝑐
′
𝑔𝑑𝑑

′
= −2[Γ𝑎

𝑏𝜆] [Γ
𝑎′

𝑏′𝜆] 𝑔𝑎𝑎′ 𝑔
𝑏𝑏′,

оно равно нулю, так как [Γ𝑎
𝑏𝜆] =

1
2𝑔

𝑎𝑐[𝜕𝜆𝑔𝑏𝑐] = 0. Слагаемое при 𝛼2:

([Γ𝑛
𝑏𝑑]− 𝛿𝑛𝑑 [Γ

𝑎
𝑏𝑎])

(︁
[Γ𝑛

𝑏′𝑑′]− 𝛿𝑛𝑑′[Γ
𝑎′

𝑏′𝑎′]
)︁
𝑔𝑏𝑏

′
𝑔𝑑𝑑

′
=

=
(︁
[Γ𝑛

𝑏𝑑] [Γ
𝑛
𝑏′𝑑′]− 𝛿𝑛𝑑′[Γ

𝑎′

𝑏′𝑎′] [Γ
𝑛
𝑏𝑑]− 𝛿𝑛𝑑 [Γ

𝑎
𝑏𝑎] [Γ

𝑛
𝑏′𝑑′]
)︁
𝑔𝑏𝑏

′
𝑔𝑑𝑑

′
,

зануляется в силу того, что [Γ𝑛
𝑏𝑑] = [𝜕𝑛𝑔𝑛𝜆]𝛿

𝑛
𝑏 𝛿

𝑛
𝑑 и 𝑔𝑛𝑛 = 0. Слагаемое при 𝛼3:

([Γ𝑛
𝑏𝑑]− 𝛿𝑛𝑑 [Γ

𝑎
𝑏𝑎])

(︁
[Γ𝑛

𝑏′𝑑′]− 𝛿𝑛𝑑′[Γ
𝑎′

𝑏′𝑎′]
)︁
𝑔𝑏𝑑𝑔𝑏

′𝑑′ = [Γ𝑎
𝜆𝑎] [Γ

𝑎′

𝜆𝑎′] = 0

Что касается «множителей» при 𝛿(𝑛(𝑥)) 𝜃(𝑛(𝑥)) и 𝛿(𝑛(𝑥)) 𝜃(−𝑛(𝑥)), то в
них зануляется только слагаемое при 𝛼3. Здесь также подразумевается, что фор­
мальные «множители» при неопределенных функциях используются исключи­
тельно в качестве критериев равенства нулю соответствующих комбинаций про­
изводных:

2𝑅± (︀𝑔𝑏𝑑 [Γ𝑛
𝑏𝑑]− 𝑔𝑛𝜆 [Γ𝑎

𝜆𝑎]
)︀
= 0,



89

где верхний знак соответствует множителю при 𝛿(𝑛(𝑥)) 𝜃(𝑛(𝑥)), нижний соот­
ветствует «множителю» при 𝛿(𝑛(𝑥)) 𝜃(−𝑛(𝑥)). Слагаемые при 𝛼1 и 𝛼2:

2𝑅±𝑏𝑐𝑑
𝑎 (𝛿𝑛𝑐 [Γ

𝑎
𝑏𝑑]− 𝛿𝑛𝑑 [Γ

𝑎
𝑏𝑐]) = 4𝑅±𝑏𝑛𝑐

𝑎 [Γ𝑎
𝑏𝑐] = 2𝑅±𝑑𝑏𝑛𝑐 (𝛿𝑛𝑐 [𝜕𝑛𝑔𝑏𝑑]− 𝛿𝑛𝑑 [𝜕𝑛𝑔𝑐𝑑])−

− 2𝑅±𝑛𝑏𝑛𝑐 [𝜕𝑛𝑔𝑏𝑐] = −4𝑅±𝑛𝑏𝑛𝑐 [𝜕𝑛𝑔𝑏𝑐] = −4𝑅±𝑛𝐴𝑛𝐵 [𝜕𝑛𝜎𝐴𝐵] , (3.20)

2𝑅±𝑏𝑑 ([Γ𝑛
𝑏𝑑]− 𝛿𝑛𝑑 [Γ

𝑎
𝑎𝑏]) = 𝑅±𝑛𝑛

(︀
2[Γ𝑛

𝑛𝑛]− 𝑔𝑎𝑏[𝜕𝑏𝑔𝑎𝑏]
)︀
= −𝑅±𝑛𝑛 𝜎𝐴𝐵 [𝜕𝑛𝜎𝐴𝐵] ,

в общем случае не равны нулю.
С помощью этих соотношений можно выразить коэффициент при(︀

2𝛼1 +
1
2𝛼2

)︀
𝛿(𝑛(𝑥)) 𝜃(±𝑛(𝑥)) в разложении (1.3):

2
(︀
𝑅±𝑛𝑛 𝜎𝐴𝐵 − 2𝑅±𝑛𝐴𝑛𝐵

)︀
[𝜕𝑛𝜎𝐴𝐵] , (3.21)

если он равен нулю, то неопределенные функции в лагранжиане могут оста­
ваться только из-за слагаемого Гаусса-Бонне, так как вклад в множители при
𝛿2(𝑛(𝑥)) и 𝛿(𝑛(𝑥)) 𝜃(±𝑛(𝑥)) от 𝑅2, как показано выше, равен нулю. Таким обра­
зом, если рассматривать задачи, в которых сингулярное распределение материи
и(или) энергии, отраженное в структуре тензора энергии-импульса (1.18), явля­
ется предельным случаем несингулярного распределения, то слагаемое Гаусса­
Бонне можно исключить из действия, так как в четырех измерениях оно яв­
ляется чисто топологическим. Для такого типа задач, равенства нулю (3.21)
достаточно для того, чтобы не накладывать условия Лихнеровича для светопо­
добной сингулярной гиперповерхности, которая является слоем светоподобного
слоения рассматриваемого многообразия.

В частности, для сферически-симметричной светоподобной гиперповерх­
ности (3.21) автоматически равен нулю, в силу того, что [𝜕𝑛𝜎𝐴𝐵] = 𝜎𝐴𝐵

2
𝑟 [𝜕𝑛𝑟], и

для метрики типа (3.19) верно: 𝑅𝑛𝑛 = 𝜎𝐴𝐵 𝑅𝑛𝐴𝑛𝐵. Далее этот же результат будет
доказан другим способом, с помощью инвариантов сферически-симметричной
геометрии.
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3.4 Сферически-симметричные светоподобные сингулярные
гиперповерхности

3.4.1 Тонкая оболочка

Для любой сферически-симметричной светоподобной гиперповерхности в
геометрии (1.66), заданной уравнением 𝑛(𝑥) = 0, верно следующее:

𝛾00
(︀
𝜕0𝑛(𝑥)

)︀2
+ 2𝛾01 𝜕

0𝑛(𝑥) 𝜕0𝑛(𝑥) + 𝛾11
(︀
𝜕1𝑛(𝑥)

)︀2
= 0

Данное соотношение выполняется непосредственно на гиперповерхности,
но если это уравнение возможно разрешить относительно переменной 𝜕0𝑛(𝑥)

𝜕1𝑛(𝑥) или
обратной величины при любых значениях 𝑥, то функция 𝑛(𝑥) задает целое се­
мейство светоподобных гиперповерхностей 𝑛(𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, т.е., векторное поле
𝜕𝛼𝑛(𝑥) является светоподобным во всем рассматриваемом пространстве-време­
ни. Так как это квадратное уравнение относительно указанной переменной, для
того чтобы оно всегда имело хотя бы одно решение необходима неотрицатель­
ность −𝛾, но данное условие всегда выполняется для лоренцевой сферически­
симметричной метрики. Таким образом, показано, что, если выполняются усло­
вия Лихнеровича, светоподобная сферически-симметричная сингулярная гипер­
поверхность в квадратичной гравитации может быть только тонкой оболочкой.

Соответственно, вид метрики в окрестности рассматриваемой тонкой обо­
лочки Σ0 в координатах {𝑛,𝜆,𝜃,𝜑}:

𝑑𝑠2 = 𝛾𝑛𝑛 𝑑𝑛
2 + 2𝛾𝑛𝜆 𝑑𝑛 𝑑𝜆− 𝑟2(𝑛,𝜆) 𝑑Ω2 (3.22)

Выразим скачок [𝜕𝜆𝑅
𝜆𝜆] в уравнении (3.17), описывающем динамику тон­

кой оболочки, через производные от представленных выше инвариантов сфери­
ческой геометрии:

Γ𝑎
𝑎𝜆 [𝑅

𝜆𝜆] = − 2

𝑟2
[𝜕𝑛Δ], [𝜕𝜆𝑅

𝜆𝜆] = 𝜕𝜆

(︂
−2

𝑟
[𝜕2

𝑛𝑛𝑟]

)︂
=

1

𝑟2
[𝜕𝑛Δ]− 1

𝑟
[𝜕𝑛𝜎]. (3.23)
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Здесь мы воспользовались соотношениями (1.67,1.69) для метрики (3.22):

𝜎 =
1

𝛾𝑛𝜆
𝜕𝜆

(︂
2 𝜕𝑛𝑟 −

𝛾𝑛𝑛
𝛾𝑛𝜆

𝜕𝜆𝑟

)︂
, Δ = −𝛾𝑛𝑛

𝛾𝑛𝜆
(𝜕𝜆𝑟)

2 +
2

𝛾𝑛𝜆
𝜕𝑛𝑟 𝜕𝜆𝑟 ,

𝑅𝑛𝑛 =
𝛾𝑛𝑛
𝑟2

(︂
1

2
̃︀𝑅 +Δ− 𝑟 𝜎

)︂
− 2

𝑟
𝜕2
𝑛𝑛𝑟 +

𝜕𝑛𝑟

𝛾𝑛𝜆 𝑟
(2 𝜕𝑛𝛾𝑛𝜆 − 𝜕𝜆𝛾𝑛𝑛)+

+
𝜕𝜆𝑟

𝛾𝑛𝜆 𝑟

(︂
𝜕𝑛𝛾𝑛𝑛 − 2

𝛾𝑛𝑛
𝛾𝑛𝜆

𝜕𝑛𝛾𝑛𝜆 +
𝛾𝑛𝑛
𝛾𝑛𝜆

𝜕𝜆𝛾𝑛𝑛

)︂
,

а также тем фактом, что 𝛾𝑛𝜆|Σ0
= 1. Если, далее, использовать соотношение

(1.68) для скалярной кривизны, получим уравнение динамики тонкой светопо­
добной оболочки в сферически-симметричном случае:

− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2)[𝜕𝑛 ̃︀𝑅] + 𝑟 (𝛽1 + 3𝛽2)[𝜕𝑛𝜎] = 8𝜋 𝑟2 𝑆𝜆

𝑛 . (3.24)

Домножив обе части на 𝜕𝜆𝑟, получим инвариантную форму уравнения движе­
ния:

− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2) [𝑔

𝑎𝑏𝜕𝑎𝑟 𝜕𝑏 ̃︀𝑅] + 𝑟 (𝛽1 + 3 𝛽2)[𝑔
𝑎𝑏𝜕𝑏𝑟 𝜕𝑎𝜎] = 8𝜋 𝑟2 𝑆𝑎

𝑛 𝜕𝑎𝑟 . (3.25)

Условия Лихнеровича также можно представить в инвариантной форме:

[Δ] = 0, [ ̃︀𝑅] = 0, (3.26)

где мы воспользовались определением ̃︀𝑅 для светоподобного случая, т.е. метри­
ки (3.22): ̃︀𝑅 =

1̃︀𝛾𝑛𝜆 𝜕𝜆
(︂
𝜕𝜆̃︀𝛾𝑛𝑛 − 2 𝜕𝑛̃︀𝛾𝑛𝜆̃︀𝛾𝑛𝜆

)︂
.

Соотношения (3.26) обеспечивают отсутствие скачков [𝜕𝑛𝛾𝑛𝜆], [𝜕𝑛𝑟], тогда
как для метрики вида (3.22) необходимо также требовать: [𝜕𝑛𝛾𝑛𝑛] = 0. Тем не
менее, в случае сферической симметрии от этой компоненты метрики всегда
можно избавиться с помощью замены координат.

Для светоподобных сингулярных гиперповерхностей общий вид уравнения
гиперповерхности известен и определяется в областях Ω± из условия нулевого
интервала. В то же время, условия Лихнеровича (3.26) вместе с (3.24) накла­
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дывают определенные ограничения на сшиваемые метрики и поверхностный
тензор энергии-импульса. Далее поясним этот факт на некоторых примерах.

Любую сферически-симметричную метрику с помощью преобразований
координат возможно привести к виду:

𝑑𝑠2 = 2𝐻(𝑢,𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 − 𝑟2(𝑢,𝑣)𝑑Ω2.

Так как он сохраняется при заменах координат типа: 𝑢 → ̃︀𝑢(𝑢), 𝑣 → ̃︀𝑣(𝑣)
или при замене 𝑢 на 𝑣, без ограничения общности можно считать, что ги­
перповерхность в областях Ω± задана уравнениями 𝑢± = 0. Таким образом,
𝑛± = 𝑢±, а координаты 𝜆± зависят только от 𝑣± и определяются соотноше­
ниями: 𝑑𝜆 = 𝐻(0,𝑣)𝑑𝑣. Связь координат 𝜆± для областей Ω± определяется
из условия непрерывности метрики на гиперповерхности, так как 𝑔±𝑛𝜆|Σ0 =
𝐻±(𝑛,𝜆±)
𝐻±(0,𝜆±) |Σ0 = 1, остается только одно уравнение: 𝑟+(0,𝜆+) = 𝑟−(0,𝜆−), ко­
торое также определяет связь между исходными координатами 𝑣+(𝑣−). Усло­
вия Лихнеровича накладывают ограничения функции 𝑟±, 𝐻± при 𝑢± = 0:
𝜕𝑢+𝑟+(0,𝑣+(𝑣−)) = 𝜕𝑢−𝑟−(0,𝑣−), 𝜕𝑢+𝐻+(0,𝑣+(𝑣−)) = 𝜕𝑢−𝐻−(0,𝑣−).

Инвариантная форма уравнений (3.26) в некоторых случаях позволяет
определить, возможна ли сшивка с помощью светоподобной гиперповерхности
для рассматриваемых Ω±, не прибегая к специальным координатам {𝑛,𝜆}. На­
пример, для класса метрик: 𝑓(𝑟) 𝑑𝑡2 − 𝑓−1(𝑟) 𝑑𝑟2 − 𝑟2𝑑Ω2, где Δ = −𝑓(𝑟), из
непрерывности Δ и 𝑟 на гиперповерхности следует, что 𝑟 = 𝑟0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 на Σ0.
С другой стороны, если Σ0 светоподобная гиперповерхность, то 𝑓±(𝑟0) = 0, но
тогда [Δ] = 0 означает, что функции 𝑓+(𝑟) и 𝑓−(𝑟) имеют ноль в точке 𝑟0.
В частности, отсюда следует, что в отличии от общей теории относительности
[59], в квадратичной гравитации не существует светоподобной тонкой оболочки,
разделяющей пространство-время Шварцшильда и вакуум Минковского.

Тем не менее, далее будет показано, что для определенных моделей сфери­
чески симметричных светоподобных сингулярных гиперповерхностей в квадра­
тичной гравитации условия Лихнеровича не являются необходимыми. В такой
ситуации сшивка геометрии Шварцшильда и вакуума Минковского возможна,
но реализуется с помощью светоподобного двойного слоя.
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3.4.2 Двойной слой

В рамках сферически-симметрих метрик и гиперповерхностей изучим су­
ществование моделей в квадратичной гравитации, для которых условия Лихне­
ровича могут быть ослаблены.

Как было показано ранее, квадратичные слагаемые в лагранжиане можно
выразить в виде комбинации квадрата кривизны, тензора Вейля и слагаемого
Гаусса-Бонне. Воспользовавшись формулами, представленными, в частности, в
работах [49; 87], для сферически симметричной метрики (1.65) получим следу­
ющее:

√︀
|𝑔|𝐶2 =

1

3
sin 𝜃

√︀
|̃︀𝛾|(︁ ̃︀𝑅− 2

)︁2
,
√︀

|𝑔|𝑅2 = sin 𝜃
√︀

|̃︀𝛾|(︂̃︀𝑅− 2− 6

𝑟
̃︀𝜎)︂2

,

(3.27)

√︀
|𝑔|𝐺𝐵 = sin 𝜃

√︀
|̃︀𝛾| { 4

𝑟2
̃︀𝑅 (︁3̃︀Δ− 𝑟2 − 2𝑟 ̃︀𝜎)︁+ 8

𝑟3
̃︀𝜎 (︁𝑟 ̃︀𝜎 − ̃︀Δ)︁− 24

𝑟4
̃︀Δ2+

+
32

𝑟3
𝜕𝛼𝑟 𝜕𝛽𝑟 ̃︀O𝛼̃︀O𝛽𝑟 − 8

𝑟2
̃︀O𝛼̃︀O𝛽𝑟 ̃︀O𝛼̃︀O𝛽𝑟 } . (3.28)

Ранее было отмечено, что поправка Гаусса-Бонне не дает вклада в уравне­
ния движения как в объеме, так и на границе, поэтому ее можно исключить из
исходного лагранжиана квадратичной гравитации. Строго говоря, этот момент
требует более детального изучения. Дело в том, что при выводе (1.44-1.46) бы­
ли использованы условия Лихнеровича, а здесь идет речь о тех моделях, для
которых они могут быть ослаблены или сняты полностью. В связи с этим обстоя­
тельством в данном разделе ограничимся изучением моделей, для которых син­
гулярная гиперповерхность возникает как предел некоторого несингулярного
распределения материи в пространтсве-времени Ω без особенностей на границе
𝜕Ω. В этом случае слагаемое Гаусса-Бонне может быть исключено из исходного
действия.

Подставив выражения (3.27) в исходное действие для квадратичной грави­
тации за вычетом поправки Гаусса-Бонне и проинтегрировав по углам, получим
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двумерное эффективное действие:

𝑆2𝑞 = −1

4

∫︁
Ω

√︀
|̃︀𝛾| { 1

2
(2𝛼3 + 2𝛼1 + 𝛼2)

(︁ ̃︀𝑅− 2
)︁2

+
(︁ ̃︀𝑅− 2

)︁(︂
𝛼4 𝑟

2 − 12 𝛽
̃︀𝜎
𝑟

)︂
+

+ 36 𝛽
̃︀𝜎2

𝑟2
− 6𝛼4 𝑟 ̃︀𝜎 + 𝛼5 𝑟

4Λ } 𝑑2𝑥 = −1

4

∫︁
Ω

√︀
|̃︀𝛾|𝐿2𝑞 𝑑

2𝑥,

𝛽 = 𝛼3 +
1

3
𝛼1 +

1

3
𝛼2 . (3.29)

Если положить 𝛼3 = −𝛼1 − 1
2𝛼2, то полученное действие будет линейным

по ̃︀𝑅. С одной стороны, в этом случае можно допустить существование скачка
в производных ̃︀𝛾𝛼𝛽 и дельта-функцию в кривизне, но тогда возникает необхо­
димость определить произведение дельта-функции на тета-функцию, которое
запрещено в стандартной теории обобщенных функций. С другой стороны, из
определения инвариантов ̃︀𝑅 и ̃︀𝜎 следует, что они содержат только первые про­
изводные по 𝑛 для светоподобных гиперповерхностей, так как для любой све­
топодобной гиперповерхности 𝛾𝑛𝑛|Σ0

= 𝑁𝑎𝑁𝑏𝑔
𝑎𝑏 = 0. Таким образом, для сфе­

рически симметричных светоподобных гиперповерхностей наличие скачков в
производных метрики не приводит к появлению дельта функции в ̃︀𝑅 и ̃︀𝜎, а
значит и в лагранжиане 𝐿2𝑞.

Приведенное выше рассуждение не работает для времениподобных (про­
странственноподобных) гиперповерхностей, потому что для них использованые
инварианты сферической геометрии обязаны включать в себя вторые производ­
ные по 𝑛:

[̃︀𝜎] = 𝜀 𝑟2[𝜕2
𝑛𝑛𝑟], [ ̃︀𝑅] = 2𝜀 𝑟2[𝜕𝑛𝐾] + 6𝜀𝑟[𝜕2

𝑛𝑛𝑟] ,

где 𝐾 = −O𝑎𝑁
𝑎 - след тензора внешней кривизны гиперповерхности.

Рассмотрим светоподобную гиперповерхность, потребовав только непре­
рывность метрики на Σ0. В этом случае из описанных выше соображений сле­
дует, что:

̃︀𝑅 = ̃︀𝑅+ 𝜃(𝑛(𝑥)) + ̃︀𝑅− 𝜃(−𝑛(𝑥)), ̃︀𝜎 = ̃︀𝜎+ 𝜃(𝑛(𝑥)) + ̃︀𝜎− 𝜃(−𝑛(𝑥)).

Подставляя эти выражения в действие получим:

𝑆2𝑞 = −1

4

∫︁
Ω+

2

√︀
|̃︀𝛾|𝐿+

2𝑞 𝑑
2𝑥− 1

4

∫︁
Ω−

2

√︀
|̃︀𝛾|𝐿−

2𝑞 𝑑
2𝑥 ,
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Далее, проварьируем полученное действие по двумерной «метрике» ̃︀𝛾𝛼𝛽 и
радиусу 𝑟, который в данном случае выступает в качестве дилатона. Согласно
свойствам вариационной производной:

𝛿𝑆2𝑞 = −1

4

∫︁
Ω+

2

√︀
|̃︀𝛾|{︂𝛿̃︀𝛾𝐿+

2𝑞 −
1

2
̃︀𝛾𝛼𝛽 𝐿+

2𝑞 𝛿̃︀𝛾𝛼𝛽 + 𝛿𝑟𝐿
+
2𝑞

}︂
𝑑2𝑥−

− 1

4

∫︁
Ω−

2

√︀
|̃︀𝛾|{︂𝛿̃︀𝛾𝐿−

2𝑞 −
1

2
̃︀𝛾𝛼𝛽 𝐿−

2𝑞 𝛿̃︀𝛾𝛼𝛽 + 𝛿𝑟𝐿
−
2𝑞

}︂
𝑑2𝑥 . (3.30)

Здесь 𝛿̃︀𝛾 и 𝛿𝑟 - вариации по метрике ̃︀𝛾𝛼𝛽 и радиусу, соответственно. Граничные
условия заданы аналогично общему случаю квадратичной гравитации:

𝛿̃︀𝛾±𝛼𝛽|𝜕Ω±/Σ0
= 𝜕𝜈 𝛿̃︀𝛾±𝛼𝛽|𝜕Ω±/Σ0

= 𝛿𝑟± = 𝜕𝜈 𝛿𝑟
±|𝜕Ω±/Σ0

= 0,

𝛿̃︀𝛾+𝛼𝛽|Σ0
= 𝛿̃︀𝛾−𝛼𝛽|Σ0

, 𝛿𝑟+|Σ0
= 𝛿𝑟−|Σ0

, , 𝛽, 𝜈 = 0,1,

за исключением непрерывности производных от вариаций на Σ0, так как в дан­
ном случае не требуется выполнение условий Лихнеровича.

По определению, вариации по соответствующим функциям:

𝛿̃︀𝛾𝐿±
2𝑞 =

𝜕𝐿±
2𝑞

𝜕 ̃︀𝑅±
𝛿̃︀𝛾 ̃︀𝑅± +

𝜕𝐿±
2𝑞

𝜕̃︀𝜎± 𝛿̃︀𝛾̃︀𝜎± = 𝑋± 𝛿̃︀𝛾 ̃︀𝑅± + 6𝑌 ± 𝛿̃︀𝛾̃︀𝜎±,

𝛿𝑟𝐿
±
2𝑞 =

𝜕𝐿±
2𝑞

𝜕𝑟
𝛿𝑟 +

𝜕𝐿±
2𝑞

𝜕̃︀𝜎± 𝛿𝑟̃︀𝜎± = 6𝑍± 𝛿𝑟 + 6𝑌 ± 𝛿𝑟̃︀𝜎±, (3.31)

где введены следующие обозначения:

𝑋± =
𝜕𝐿±

2𝑞

𝜕 ̃︀𝑅±
= 𝛼4 𝑟

2 − 12𝛽

𝑟
̃︀𝜎± + (2𝛼3 + 2𝛼1 + 𝛼2)

(︁ ̃︀𝑅± − 2
)︁
,

𝑌 ± =
1

6

𝜕𝐿±
2𝑞

𝜕̃︀𝜎± = −2𝛽

𝑟

(︁ ̃︀𝑅± − 2
)︁
+

12𝛽

𝑟2
̃︀𝜎± − 𝛼4 𝑟 = −2𝛽 𝑟 𝑅± − 𝛼4 𝑟 ,

𝑍± =
1

6

𝜕𝐿±
2𝑞

𝜕𝑟
= ( ̃︀𝑅± − 2)

(︂
1

3
𝛼4 𝑟 + 2𝛽

̃︀𝜎±

𝑟2

)︂
− 12𝛽

(̃︀𝜎±)2

𝑟3
− 𝛼4 ̃︀𝜎± +

2

3
𝛼5 𝑟

3Λ .

(3.32)
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Воспользовавшись соотношениями для вариации двумерной скалярной кривиз­
ны и инварианта ̃︀𝜎:

𝛿̃︀𝛾̃︀𝜎 =
1

2
̃︀𝛾𝛼𝛽 ̃︀�𝑟 𝛿̃︀𝛾𝛼𝛽 + ̃︀O𝛼

{︂(︂
1

2
̃︀𝛾𝜇𝜈 ̃︀O𝛼𝑟 − ̃︀𝛾𝜇𝛼 ̃︀O𝜈𝑟

)︂
𝛿̃︀𝛾𝜇𝜈}︂ , 𝛿𝑟̃︀𝜎 = ̃︀� 𝛿𝑟 ,

𝛿̃︀𝛾 ̃︀𝑅 =
1

2
̃︀𝑅 ̃︀𝛾𝛼𝛽 𝛿̃︀𝛾𝛼𝛽 + ̃︀O𝛼

{︀(︀̃︀𝛾𝛽𝜇 ̃︀𝛾𝛼𝜈 − ̃︀𝛾𝜇𝜈 ̃︀𝛾𝛽𝛼
)︀ ̃︀O𝛽 𝛿̃︀𝛾𝜇𝜈}︀ ,

получим окончательный результат для вариации действия гравитации:

𝛿𝑆2𝑞 = −1

4

∫︁
Ω+

2

√︀
|̃︀𝛾| (︁𝐻+

𝛼𝛽 𝛿̃︀𝛾𝛼𝛽 + 6
(︁
𝑍+ + ̃︀�𝑌 +

)︁
𝛿𝑟 + ̃︀O𝛼𝑉

+𝛼
2

)︁
𝑑2𝑥−

− 1

4

∫︁
Ω−

2

√︀
|̃︀𝛾| (︁𝐻−

𝛼𝛽 𝛿̃︀𝛾𝛼𝛽 + 6
(︁
𝑍− + ̃︀�𝑌 −

)︁
𝛿𝑟 + ̃︀O𝛼𝑉

−𝛼
2

)︁
𝑑2𝑥, (3.33)

𝐻±
𝛼𝛽 = ̃︀𝛾𝛼𝛽 (︂1

2
̃︀𝑅±𝑋± + ̃︀�𝑋± + 3𝑌 ± ̃︀𝜎± + 3̃︀𝜕𝜈𝑌 ± 𝜕𝜈𝑟 −

1

2
𝐿±
2𝑞

)︂
−

− ̃︀O𝛼̃︀O𝛽𝑋
± − 3𝜕𝛼𝑌

± 𝜕𝛽𝑟 − 3𝜕𝛽𝑌
± 𝜕𝛼𝑟, (3.34)

𝑉 ±𝛼
2 =

(︀̃︀𝛾𝛽𝜇 ̃︀𝛾𝛼𝜈 + ̃︀𝛾𝛽𝜈 ̃︀𝛾𝛼𝜇 − 2 ̃︀𝛾𝜇𝜈 ̃︀𝛾𝛼𝛽
)︀{︂1

2
(𝑋±)2̃︀O𝛽

(︂
𝛿̃︀𝛾𝜇𝜈
𝑋±

)︂
− 3𝜕𝛽𝑟 𝑌

± 𝛿̃︀𝛾𝜇𝜈}︂−

− 3 ̃︀𝜕𝛼𝑟 ̃︀𝛾𝜇𝜈 𝑌 ± 𝛿̃︀𝛾𝜇𝜈 + 6(𝑌 ±)2 ̃︀O𝛼

(︂
𝛿𝑟

𝑌 ±

)︂
. (3.35)

Вариация двумерного эффективного действия материи получается инте­
грированием (1.32) по углам:

𝛿𝑆𝑚 = 2𝜋

∫︁
Ω+

2

𝑟4
√︀

|̃︀𝛾| (︀𝑇+
𝑎𝑏𝛿𝑔

𝑎𝑏
)︀
𝑑2𝑥+ 2𝜋

∫︁
Ω−

2

𝑟4
√︀
|̃︀𝛾| (︀𝑇−

𝑎𝑏𝛿𝑔
𝑎𝑏
)︀
𝑑2𝑥−

− 2𝜋

∫︁
Σ0

𝑟4
√︁
|̃︀ℎ| (︀𝑆𝑎𝑏𝛿𝑔𝑎𝑏

)︀
𝑑𝑦 = 2𝜋

∫︁
Ω+

2

𝑟2
√︀
|̃︀𝛾|(︁𝑇+

𝛼𝛽𝛿̃︀𝛾𝛼𝛽 − 2𝑟𝑇+ 𝛿𝑟
)︁
𝑑2𝑥+

+ 2𝜋

∫︁
Ω−

2

𝑟2
√︀

|̃︀𝛾|(︁𝑇−
𝛼𝛽𝛿̃︀𝛾𝛼𝛽 − 2𝑟𝑇− 𝛿𝑟

)︁
𝑑2𝑥−

− 2𝜋

∫︁
Σ0

𝑟3
√︁
|̃︀ℎ| (︀𝑟3 𝑆𝛼𝛽 𝛿̃︀𝛾𝛼𝛽 + 2𝑆 𝛿𝑟

)︀
𝑑𝑦, (3.36)
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здесь 𝑦 - произвольная координата, дополняющая систему координат {𝑛, 𝑦}, ̃︀ℎ =̃︀𝛾(0,𝑦) - ограничение детерминанта двумерной метрики на гиперповерхность,
𝑇± = 𝑟2

(︀
𝑇±𝛼𝛽 ̃︀𝛾𝛼𝛽 − 2𝑇±22

)︀
- след четырехмерного тензора энергии-импульса

в областях Ω±, 𝑆 = 𝑟2
(︀
𝑆𝛼𝛽 ̃︀𝛾𝛼𝛽 − 2𝑆22

)︀
- след четырехмерного поверхностного

тензора энергии-импульса.
Из принципа наименьшего действия получаем аналог системы (1.33,1.34)

для сферически-симметричного случая:

𝐻±
𝛼𝛽 = 8𝜋𝑟2𝑇±

𝛼𝛽 , 𝑍± + ̃︀�𝑌 ± = −8𝜋

3
𝑟3𝑇± , (3.37)

𝜖 [𝑉 𝛼
2 ]𝑁2𝛼 = 8𝜋 𝑟3

(︀
𝑟3 𝑆𝛼𝛽 𝛿̃︀𝛾𝛼𝛽 + 2𝑆 𝛿𝑟

)︀
. (3.38)

Необходимо отметить, что 𝑁2𝛼 - внешняя нормаль к гиперповерхности в
двумерном многообразии Ω2, в общем случае она отличается от внешней норма­
ли в исходном четырехмерном многообразии, так как само уравнение гиперпо­
верхности 𝑛(𝑥𝛼) = 0 перестает быть нормированым при переходе к Ω2. Так, для
времениподобных и пространственноподобных гиперповерхностей нормальные
гауссовы координаты Σ0 различны для Ω и Ω2. Тем не менее, для светоподобных
гиперповерхностей нормировка произвольна, поэтому для них можно считать,
что 𝑁2𝛼 = 𝑁𝛼.

Перейдем к координатам {𝑛,̃︀𝜆}, которые связаны с исходными заменой пе­
ременной 𝜆: ̃︀𝜆 =

∫︀
𝑑𝜆

𝑟2(0,𝜆) . В результате такой замены получим: ̃︀𝛾𝑛̃︀𝜆(0,𝜆) = 1. В
этих координатах непрерывны компоненты двумерной «метрики» ̃︀𝛾𝑖𝑗, но кроме
того, отдельно необходимо потребовать непрерывность радиуса на гиперповерх­
ности: 𝑟−(0,̃︀𝜆) = 𝑟+(0,̃︀𝜆) .

Как и в четырехмерном случае, на гиперповерхность высаживается только
𝑛-я компонента вектора [𝑉 𝛼

2 ]. Отбросив слагаемые, которые представляют себя
полную дивергенцию уже по гиперповерхности, получим:

[𝑉 𝑛
2 ] = −

(︁
6 [𝜕𝑛𝑟 𝑌 ] + 3 ̃︀𝛾̃︀𝜆̃︀𝜆 𝜕̃︀𝜆𝑟 [𝑌 ] + [𝜕𝑛𝑋] + 𝜕̃︀𝜆̃︀𝛾𝑛𝑛 [𝑋]

)︁
𝛿̃︀𝛾̃︀𝜆̃︀𝜆+

+ [𝑋 𝜕𝑛 𝛿̃︀𝛾̃︀𝜆̃︀𝜆] + 2[𝜕̃︀𝜆𝑋] 𝛿̃︀𝛾𝑛̃︀𝜆 − 12[𝜕̃︀𝜆𝑌 ] 𝛿𝑟. (3.39)

Следует пояснить, что в данной модели скачки определенной величины на ги­
перповерхности Σ0 считаются уже с учетом первых производных по 𝑛 в том
числе.
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Подставляя этот скачок в (3.38), получаем уравнения движения для сфе­
рически-симметричного светоподобного двойного слоя:

−
(︁
6 [𝜕𝑛𝑟 𝑌 ] + 3 ̃︀𝛾̃︀𝜆̃︀𝜆 𝜕̃︀𝜆𝑟 [𝑌 ] + [𝜕𝑛𝑋] + 𝜕̃︀𝜆̃︀𝛾𝑛𝑛 [𝑋]

)︁
𝛿̃︀𝛾̃︀𝜆̃︀𝜆+

+ [𝑋 𝜕𝑛 𝛿̃︀𝛾̃︀𝜆̃︀𝜆] + 2[𝜕̃︀𝜆𝑋] 𝛿̃︀𝛾𝑛̃︀𝜆 − 12[𝜕̃︀𝜆𝑌 ] 𝛿𝑟 = 8𝜋
(︀
𝑟6 𝑆𝛼𝛽𝛿̃︀𝛾𝛼𝛽 + 2𝑟3𝑆 𝛿𝑟

)︀
. (3.40)

Если теперь в уравнении (3.40) потребовать непрерывность на Σ0 скаля­
ров 𝑋 и 𝑌 , то из него получится (3.24) в переменных {𝑛,̃︀𝜆}. Кроме того, из
(3.40) следует, что даже для такой модели светоподобной сингулярной гиперпо­
верхности 𝑆𝑛𝑛 = 0.

В этом случае [𝜕𝑛 𝛿̃︀𝛾𝜆𝜆] ̸= 0, поэтому данный множитель уже нельзя вы­
нести за скобку, как это было сделано ранее. Тем не менее, в связи с неявным
присутсвием производной дельта-функции в уравнениях движения, это слагае­
мое все так же выражается через комбинацию вариаций 𝛿𝑔𝑖𝑗 с произвольными
функциями в качестве коэффициентов:

[𝑋 𝜕𝑛 𝛿̃︀𝛾̃︀𝜆̃︀𝜆] = 𝐵
̃︀𝜆̃︀𝜆̃︀𝜆̃︀𝜆(̃︀𝜆,𝑟) 𝛿̃︀𝛾̃︀𝜆̃︀𝜆 +𝐵22̃︀𝜆̃︀𝜆(̃︀𝜆,𝑟) 𝛿𝑟 . (3.41)

Для сравнения данной модели с предыдущими результатами рассмотрим
частный случай конформной гравитации, для которого: 𝛽 = 𝛼4 = 0, 𝛼3 =
1
3𝛼1, 𝛼2 = −2𝛼1. Из (3.40) с соответствующими коэффициентами получим
уравнения движения сферически-симметричного светоподобного двойного слоя
в конформной гравитации:

[𝜕̃︀𝜆 ̃︀𝑅] =
12𝜋

𝛼1
𝑟6 𝑆𝑛̃︀𝜆, (3.42)

[𝜕𝑛 ̃︀𝑅] + 𝜕̃︀𝜆̃︀𝛾𝑛𝑛 [ ̃︀𝑅]−𝐵
̃︀𝜆̃︀𝜆̃︀𝜆̃︀𝜆(̃︀𝜆,𝑟) = −12𝜋

𝛼1
𝑟6 𝑆

̃︀𝜆̃︀𝜆, (3.43)

𝐵22̃︀𝜆̃︀𝜆(̃︀𝜆,𝑟) = 16𝜋𝑟3𝑆 = 0 . (3.44)

Известно, что для конформной гравитации след тензора энергии-импульса
равен нулю [49] . Для рассматриваемой задачи это означает, что след объемной
части тензора энергии-импульса равен нулю: 𝑇±

𝑎𝑏 𝑔
𝑎𝑏 = 0, но при этом в общем

случае не обязательно, что след поверхностного тензора энергии-импульса 𝑆𝑎
𝑎

должен быть равен нулю, так как мы не предполагали по умолчанию сохра­
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нение конформной инвариантности непосредственно на Σ0. Тем не менее, если
принять, что рассматриваемая модель представляет из себя предельный случай
некоторого несингулярного распределения материи, то имеет смысл в явном ви­
де требовать: 𝑆𝑎

𝑎 = 0.
В системе уравнений движения (3.42-3.44) только первое определяет дина­

мику светоподобного двойного слоя, так как остальные два задают неизвестные
функции: 𝐵22̃︀𝜆̃︀𝜆(̃︀𝜆,𝑟), 𝐵̃︀𝜆̃︀𝜆̃︀𝜆̃︀𝜆(̃︀𝜆,𝑟).

Из уравнения (3.44) следует, что 𝑆22 = 𝑆𝑛̃︀𝜆. В частности, это означает, что
светоподобный двойной слой точно не может состоять из пыли, для которой в
сферически симметричном случае 𝑆2

2 = 𝑆3
3 = 0, что естественно, так как части­

цы пыли не могут двигаться со скоростью света. С другой стороны, в данной
модели существует светоподобный двойной слой, относящийся к так называе­
мому «горению вакуума» [40; 41] , при котором 𝑆

̃︀𝜆̃︀𝜆 = 0. В этом случае можно
проследить связь так называемого энтропийного источника, определенного в
вышеупомянутой работе и входящего в состав 𝑆22 c излучением от двойного
слоя, заданным предположительно через 𝑆𝑛̃︀𝜆.

Двойной слой существует, только если скачок [𝜕̃︀𝜆 ̃︀𝑅] не равен нулю. Отсюда
автоматически следует, что сшивка двух вакуумов с постоянной ̃︀𝑅 не создает
двойного слоя.

Для вакуума с переменной ̃︀𝑅, описанной двумерной метрикой (1.90), све­
топодобная гиперповерхность является произвольной фунцией переменной 𝑢

или 𝑣. Выберем гиперповерхность, заданную произвольной функцией от 𝑢:
𝑛 = 𝐹 (𝑢), тогда ̃︀𝜆 =

∫︀
𝑑𝑓
𝑑𝑛(0)

̃︀𝐻(𝑓(0),𝑣) 𝑑𝑣, соответственно, в координатах {𝑛,̃︀𝜆}
двумерная «метрика» имеет вид:

𝑑̃︀𝑠+2
2 = 2

̃︀𝐻(𝑛,̃︀𝜆) 𝑑𝑓
𝑑𝑛(𝑛)̃︀𝐻(0,̃︀𝜆) 𝑑𝑓
𝑑𝑛(0)

𝑑𝑛 𝑑̃︀𝜆,
где 𝑓(𝑛) - функция, обратная 𝐹 (𝑢). С учетом вышеперечисленного, для вакуума
с переменной ̃︀𝑅 верно следующее:

𝜕̃︀𝜆 ̃︀𝑅|Σ0
=

(︂
𝜕𝑣 ̃︀𝑅 𝑑𝑣

𝑑̃︀𝜆
)︂
|Σ0

=
1

𝑑𝑓
𝑑𝑛(0)

. (3.45)

Таким образом, при сшивке двух вакуумов, а именно, вакуума с перемен­
ной ̃︀𝑅 и вакуума с постоянной ̃︀𝑅 или двух вакуумов с переменной ̃︀𝑅, выполня­
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ется следующее соотношение:

12𝜋

𝛼1
𝑟6 𝑆𝑛̃︀𝜆 =

12𝜋

𝛼1
𝑟4 𝑆𝑛𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (3.46)

В качестве примера рассмотрим светоподобный двойной слой, разделяю­
щий пространство-время Шварцшильда в качестве Ω+ и вакуум Минковского в
качестве Ω−. В данной модели такая сшивка существует. Двумерная «метрика»
в Ω+:

𝑑̃︀𝑠+2
2 =

1

𝑟2(𝑢,𝑣)

(︂
1− 𝑟𝑔

𝑟(𝑢,𝑣)

)︂
𝑑𝑢 𝑑𝑣,

Для определенности выберем светоподобную гиперповерхность 𝑢 = 𝑢0,
для которой: 𝑛 = 𝑢− 𝑢0, ̃︀𝜆 =

∫︀
𝑑𝑣

2 𝑟2(𝑢0,𝑣)

(︁
1− 𝑟𝑔

𝑟(𝑢0,𝑣)

)︁
, поэтому

𝜕̃︀𝜆 ̃︀𝑅 |Σ0
= 𝜕̃︀𝜆

(︂
2− 6 𝑟𝑔

𝑟

)︂
|Σ0

=
6𝑟𝑔
𝑟2

𝜕𝑣𝑟
𝑑𝑣

𝑑̃︀𝜆 |Σ0
= 6 𝑟𝑔. (3.47)

Динамика двойного слоя определяется уравнением:

𝑟4(𝜆) =
𝑟𝑔
2𝜋

𝛼1

(︀
𝑆𝑛𝜆(𝜆)

)︀−1
. (3.48)

Поясним также, что (3.47) отличается от (3.45), так как координаты {𝑢,𝑣} в
формуле (1.90) для произвольного вакуума с переменной ̃︀𝑅 не совпадают со
стандартными двойными световыми координатами для метрики Шварцшильда:

𝑑̃︀𝑠+2
2 =

1

𝑟2(𝑢,𝑣)

(︂
1− 𝑟𝑔

𝑟(𝑢,𝑣)

)︂
𝑑𝑢 𝑑𝑣 =

𝑑𝑢 𝑑𝑣

(6𝑟𝑔)
2

1

6

(︁ ̃︀𝑅3 − 12 ̃︀𝑅 + 16
)︁
,

т.е., для приведения двумерной «метрики» к форме (1.90), необходима замена:
𝑢
6𝑟𝑔

↦→ 𝑢, 𝑣
6𝑟𝑔

↦→ 𝑣 .
Учитывая неопределенность нормировки 𝑛(𝑥) для светоподобной гиперпо­

верхности, имеет смысл переписать уравнение движения двойного слоя (3.42) в
инвариантной форме:

[𝑁𝑎 𝜕
𝑎 ̃︀𝑅] =

6𝜋

𝛼1
𝑟2 𝑆𝛼𝛽 𝛾𝛼𝛽 =

6𝜋

𝛼1
𝑟2 𝑆𝑏𝑐𝑁𝑏 𝑙𝑐 . (3.49)

В отличие от сферически симметричных светоподобных тонких оболочек,
для двойных слоев существует сшивка метрики типа Вайдья с вакуумом c по­
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стоянной ̃︀𝑅. Уравнение движения для этого случая:

± 𝜕𝛼𝐹 (𝑥) 𝜕𝛼 ̃︀𝑅 =
6𝜋

𝛼1
𝑟4 𝑆𝛼𝛽(𝑥) 𝛾𝛼𝛽(𝑥) , (3.50)

где {𝑥𝛼} - произвольные непрерывные в окрестности Σ0 координаты, 𝐹 (𝑥) =

𝐹 (𝑢(𝑥), ̃︀𝑅(𝑥)) - функция, заданная уравнением (3.57). Верхний знак соотвест­
вует случаю, когда Ω− - метрика типа Вайдья, Ω+ - вакуум с постоянной ̃︀𝑅,
нижний - обратной ситуации.

3.5 Cветоподобные тонкие оболочки в конформной гравитации

В данном разделе рассматриваются светоподобные тонкие оболочки, раз­
деляющие два сферически симметричных решения (1.82). В частности, нас ин­
тересуют вакуумные решения и решения типа Вайдья.

3.5.1 Сшивки вакуумных решений

Разберем случай, когда в качестве Ω± выступают два сферически симмет­
ричных вакуума конформной гравитации. В публикации [49] продемонстриро­
вано, что есть три вида сферически симметричных вакуума конформной гра­
витации: с постоянными ̃︀𝑅 = ±2 и с переменным ̃︀𝑅.

В силу условия [ ̃︀𝑅] = 0 возможны комбинации сшивки метрик с постоян­
ным ̃︀𝑅 = ±2 с метрикой с переменным ̃︀𝑅 и сшивки двух метрик с переменным̃︀𝑅 с разными 𝐶0.

Разберем сначала первый случай. Выберем пространство-время с постоян­
ным ̃︀𝑅 = 2 и пространство-время с метрикой (1.90) в качестве в качестве Ω− и
Ω+ соответственно. Так как [ ̃︀𝑅] = 0 и следовательно ̃︀𝑅+|Σ0

= ̃︀𝑅−|Σ0
= 2, урав­

нение Σ0 в Ω+ выглядит как ̃︀𝑅+ = 2. Для того, чтобы гиперповерхность такого
типа была светоподобной в Ω+ необходимо положить 𝐶0 = 16. В этом случае,
гиперповерхность ̃︀𝑅+ = 2 становится аналогом двойного горизонта, встречаю­
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щегося в экстремальных черных дырах, так как 𝐴+( ̃︀𝑅+) = 1
6

(︁ ̃︀𝑅+ − 2
)︁2

( ̃︀𝑅++4).

Перейдем к координатам {𝑢+, ̃︀𝑅+} в Ω+:

𝑑𝑠+2
2 =

1

6

(︁ ̃︀𝑅+ − 2
)︁2

( ̃︀𝑅+ + 4)𝑑𝑢+2 + 2𝑑𝑢+𝑑 ̃︀𝑅+. (3.51)

Итак поверхность Σ0 задана уравнением ̃︀𝑅+ = 2 в Ω+ и 𝐹−(𝑢−) = 0 в Ω−,
где 𝐹− - произвольная функция. Случай, когда 𝐹− - произвольная функция
𝑣−, аналогичен данному. Как было отмечено выше, непрерывность компонент
метрики обеспечивается согласованием соответствующих координат 𝑢+(𝑣−) на
Σ0, которое определяется из соотношения:

𝑟+(𝑢+,2) = 𝑟−(𝑓−(0),𝑣−), (3.52)

где 𝑓− - функция, обратная к 𝐹−. В данном случае 𝑛+ = ̃︀𝑅+− 2, 𝑛− = 𝐹−(𝑢−),
соответственно, оставшееся условие Лихнеровича сводится к следующему:

𝜕𝑛+𝑟+|Σ0
= 𝜕 ̃︀𝑅+𝑟

+(𝑢+,2) = 𝜕𝑛−𝑟−|Σ0
=

𝑑𝑓−

𝑑𝑛− (0) 𝜕𝑢−𝑟−(𝑓−(0),𝑣−). (3.53)

Так как решения уравнений движения конформной гравитации опреде­
ляются с точностью до конформного фактора, которым в случае сферической
симметрии выбран радиус, для любой дважды дифференцируемой функции
𝐹−(𝑢−) можно подобрать 𝑟+(𝑢+, ̃︀𝑅) и 𝑟−(𝑢−,𝑣−), которые удовлетворяют уравне­
нию (3.53) при условии, что связь 𝑢+(𝑣−) на гиперповерхности Σ0 определяется
(3.52).

Далее, рассмотрим вариант, когда гиперповерхность разделяет два ваку­
ума с переменной ̃︀𝑅. Будем считать, что Σ0 задана уравнениями 𝐹±(𝑢±) = 0 в
Ω±, в этом случае удобно перейти к координатам 𝑛± = 𝐹±(𝑢±), ̃︀𝑅± в Ω±:

𝑑𝑠±2
2 = 𝐴±( ̃︀𝑅±)

(︂
𝑑𝑓±

𝑑𝑛±

)︂2

𝑑𝑛±2 + 2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝐴±( ̃︀𝑅±))
𝑑𝑓±

𝑑𝑛±𝑑𝑛
+𝑑 ̃︀𝑅±, (3.54)

где 𝑓(𝑛) - функция, обратная к 𝐹 (𝑢), 𝐴± = 1
6(
̃︀𝑅±3−12 ̃︀𝑅±+𝐶±

0 ). Из непрерывно­
сти метрики на Σ0, а также условия ̃︀𝑅+|Σ0

= ̃︀𝑅−|Σ0
следует, что 𝑑𝑓+

𝑑𝑛+ (0) =
𝑑𝑓−

𝑑𝑛− (0)

𝐶+
0 = 𝐶−

0 . Это означает, что два данных вакуума могут отличаться только функ­
циями 𝑟±(𝑛±, ̃︀𝑅±), но они также должны совпадать вплоть до второго порядка
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по 𝑛± на рассматриваемой гиперповерхности в силу непрерывности метрики и
ее первых производных:

𝑟+(0, ̃︀𝑅+) = 𝑟−(0, ̃︀𝑅−), 𝜕𝑛+𝑟+(0, ̃︀𝑅+) = 𝜕𝑛−𝑟−(0, ̃︀𝑅−). (3.55)

3.5.2 Сшивки с решениями типа Вайдья

В этом разделе рассмотрим ситуацию, когда одна из областей Ω+ представ­
ляет из себя решение типа Вайдья для сферически-симметричной конформной
гравитации, также описанное в статье [49]. Таким образом, двумерная часть
метрики в Ω+ задана следующим образом:

𝑑𝑠+2
2 = 𝐴+( ̃︀𝑅+,𝑢+)𝑑𝑢+2 + 2𝑑𝑢+𝑑 ̃︀𝑅+,

𝐴+( ̃︀𝑅+,𝑢+) =
1

6
( ̃︀𝑅+3 − 12 ̃︀𝑅+ + 𝐶+

0 (𝑢
+)), (3.56)

где 𝐶+
0 (𝑢

+) - произвольная функция.
Для подобной метрики есть два типа светоподобных поверхностей, пер­

вый - гиперповерхности, заданные произвольной функцией от переменной 𝑢+,
второй - функцией 𝐹+(𝑢+, ̃︀𝑅+), которая удовлетворяет уравнению:

𝜕𝑢+𝐹+ =
1

12
( ̃︀𝑅+3 − 12 ̃︀𝑅+ + 𝐶+

0 (𝑢
+))𝜕 ̃︀𝑅+𝐹

+, (3.57)

мы сосредоточимся на втором типе поверхностей, так как он потенциально от­
вечает оболочке с излучением.

Если в качестве Ω− выбрать вакуум с постоянным ̃︀𝑅− = ±2, то в силу
условия [ ̃︀𝑅] = 0, это означает, что гиперповерхность Σ0 задана уравнением̃︀𝑅+ = ±2 в Ω+. Из уравнения (3.57) следует, что гиперповерхность такого ти­
па может быть светоподобной, только если 𝐶+

0 (𝑢
+) = ±16, но в этом случае

метрика (3.56) фактически задает вакуумное решение с переменным ̃︀𝑅+.
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Перейдем далее к случаю, когда Ω− - вакуум с переменной ̃︀𝑅. В коорди­
натах {𝑛±, ̃︀𝑅±} метрика в Ω− имеет вид:

𝑑𝑠−2
2 = 𝐴−( ̃︀𝑅−)

(︂
𝑑𝑓−

𝑑𝑛−

)︂2

𝑑𝑛−2 + 2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝐴−( ̃︀𝑅−))
𝑑𝑓−

𝑑𝑛−𝑑𝑛
−𝑑 ̃︀𝑅−, (3.58)

аналогично для Ω+:

𝑑𝑠+2
2 = 𝐴+( ̃︀𝑅+,𝑢+)

(︁
𝜕𝑢+𝐹

+(𝑢+, ̃︀𝑅+)
)︁−2

𝑑𝑛+2 − 2
(︁
𝜕𝑢+𝐹

+(𝑢+, ̃︀𝑅+)
)︁−1

𝑑𝑛+𝑑 ̃︀𝑅+,

(3.59)
где 𝑛+(𝑥+) = 𝐹+(𝑢+, ̃︀𝑅+) - функция, заданная уравением (3.57) , 𝑛−(𝑥−) =

𝐹−(𝑢−) - произвольная функция, 𝑓− - функция, обратная к 𝐹−. Из непрерыв­
ности метрики и ̃︀𝑅 на гиперповерхности следует, что 𝐴+( ̃︀𝑅+,𝑢+)|Σ0

= 𝐴−( ̃︀𝑅−),
откуда в свою очередь получим: 𝐶+

0 (𝑢
+)|Σ0

= 𝐶−
0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Это означает, что

либо 𝐶+
0 константа во всем Ω+, и вместо решения типа Вайдья мы имеем ваку­

ум с переменной ̃︀𝑅, либо гиперповерхность в Ω+ относится к первовму типу -
𝑛+(𝑥+) = 𝐹+(𝑢+), тогда:

𝑑𝑠+2
2 = 𝐴+( ̃︀𝑅+,𝑢+)

(︂
𝑑𝑓+

𝑑𝑛+

)︂2

𝑑𝑛+2 + 2
𝑑𝑓+

𝑑𝑛+
𝑑𝑛+𝑑 ̃︀𝑅+,

где 𝑓+(𝑛+) - функция обратная к 𝐹+(𝑢+). В этом случае 𝐶+
0 (𝑢

+)|Σ0
=

𝐶+
0 (𝑓

+(0)) = 𝐶−
0 , т.е. сшивка существует, но такой тип гиперповерхности от­

вечает отсутствию излучения.
Пусть Ω± - два решения типа Вайдья, 𝑛±(𝑥±) - функции, заданные урав­

нением (3.57). В координатах {𝑛±, ̃︀𝑅±}:

𝑑𝑠±2
2 = 𝐴± (︀𝜕𝑢±𝐹±)︀−2

𝑑𝑛±2 − 2
(︀
𝜕𝑢±𝐹

±)︀−1
𝑑𝑛±𝑑 ̃︀𝑅±. (3.60)

Из непрерывности метрики и ̃︀𝑅 на гиперповерхности следует, что
𝜕𝑢−𝐹

−( ̃︀𝑅−,𝑢−)|Σ0
= 𝜕𝑢+𝐹

+( ̃︀𝑅+,𝑢+)|Σ0
и 𝐴+( ̃︀𝑅+,𝑢+)|Σ0

= 𝐴−( ̃︀𝑅−,𝑢−)|Σ0
, откуда -

𝐶+
0 (𝑢

+)|Σ0
= 𝐶−

0 (𝑢
−)|Σ0

.
Это означает, что два данных решения могут отличаться только функци­

ями 𝑟±(𝑛±, ̃︀𝑅±), но они также должны совпадать вплоть до второго порядка по
𝑛± на Σ0:

𝑟+(0, ̃︀𝑅+) = 𝑟−(0, ̃︀𝑅−), 𝜕𝑛+𝑟+(0, ̃︀𝑅+) = 𝜕𝑛−𝑟−(0, ̃︀𝑅−). (3.61)
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В этом случае, несмотря на то, что гиперповерхность может относиться ко
второму типу, ее все же нельзя интерпретировать как оболочку с излучением.
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Глава 4. Времениподобные и пространственноподобные
сингулярные гиперповерхности в квадратичной гравитации

4.1 Гауссовы нормальные координаты

Как отмечено ранее, чтобы избежать появления неопределенных функций
в лагранжиане, необходимо обеспечить непрерывность компонент метрики на
рассматриваемой гиперповерхности. Этого всегда можно добиться подбором со­
ответствующих координат. Так, для времениподобных и пространственноподоб­
ных гиперповерхностей, как правило, удобно использовать гауссовы нормаль­
ные координаты. В публикации [42] было продемонстрировано, что для данного
типа сингулярных гиперповерхностей всегда возможно состыковать две различ­
ные гауссовы нормальные системы координат из областей Ω± на рассматривае­
мой гиперповерхности таким образом, чтобы скачки компонент метрики были
равны нулю.

Гауссовы нормальные координаты представляют из себя частный случай
координат {𝑛,𝑦𝑖}. Метрика в окрестности гиперповерхности в гауссовых нор­
мальных координатах имеет вид:

𝑑𝑠2 = 𝜀 𝑑𝑛2 + 𝛾𝑖𝑗 𝑑𝑦
𝑖 𝑑𝑦𝑗, 𝑖,𝑗 ̸= 𝑛. (4.1)

При этом здесь мы рассматриваем описанную выше объединенную систему ко­
ординат, составленную из гауссовых нормальных координат в Ω± областях.

Воспользовавшись формализмом, представленным в [59], кратко опишем
построение гауссовой нормальной системы координат времениподобной (про­
странственноподобной) гиперповерхности для каждой из областей.

Временно опустим обозначения ± для удобства и будем записывать все
уравнения в одной из областей. Рассмотрим времениподобную или простран­
ственноподобную гиперповерхность Σ0, заданную уравнением: 𝑛(𝑥) = 0, в про­
извольных исходных координатах {𝑥𝑎}. Будем считать, что уравнение гипер­
поверхности нормированное, т.е., удовлетворяет условию: 𝜕𝑎𝑛(𝑥) 𝜕𝑎𝑛(𝑥)|Σ0

= 𝜀.
Внешняя нормаль задана условием: 𝑁𝑎(𝑥) = 𝜖𝜕𝑎𝑛(𝑥).
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Далее, рассмотрим конгруэнцию геодезических, пространственноподоб­
ных для времениподобной гиперповерхности или наоборот, перпендикулярно
пересекающих Σ0. Это всегда можно сделать, как минимум, локально, если тен­
зор O𝑏𝑁

𝑎 не имеет особенностей в окрестности Σ0, и эта окрестность является
геодезически полной. Заметим, что в данном случае речь идет об окрестности с
одной стороны от Σ0, так как на самой гиперповерхности нормаль непрерывна,
но компоненты тензора внешней кривизны могут не совпадать с разных сторон
от Σ0. Для этого необходимо найти для каждой точки гиперповерхности 𝑃 ∈ Σ0

найти геодезическую соответствующего типа, проходящей через заданную точ­
ку, касательный вектор к которой в этой точке совпадает с 𝑁𝑎|𝑃 . Затем можно
положить синхронизированый натуральный параметр ̃︀𝑛(𝑥) конгруэнции этих
геодезических равным нулю на Σ0. После этого саму гиперповерхность можно
переопределить уравнением ̃︀𝑛(𝑥) = 0, для него соотношение 𝜕𝑎̃︀𝑛(𝑥) 𝜕𝑎̃︀𝑛(𝑥) = 𝜀

выполняется не только непосредственно на Σ0, но и в некоторой окрестности
рассматриваемой гиперповерхности. Для удобства, ниже вернемся к обозначе­
нию 𝑛(𝑥) для уравнения гиперповерхности, имея в виду не исходную функцию,
а ̃︀𝑛(𝑥).

Выберем на Σ0 внутренние координаты {𝑦𝑖}, которые определяют аль­
тернативный способ задания гиперповерхности соотношениями: 𝑥𝑎 = 𝑥𝑎(𝑦𝑖), а
также удовлетворяют следующим условиям:

𝑁𝑎 𝑒
𝑎
𝑖 = 0, $𝑁 𝑒𝑎𝑖 = O𝑏 𝑒

𝑎
𝑖 𝑁

𝑏 − O𝑏𝑁
𝑎 𝑒𝑏𝑖 = 0, 𝑒𝑎𝑖 =

𝜕𝑥𝑎

𝜕𝑦𝑖
.

Первое соотношение является следствием определения векторов 𝑒𝑎𝑖 , второе
подразумевает, что производная Ли этих векторов вдоль поля 𝑁𝑎 равна нулю.
Это, в свою очередь, означает, что для каждой точки гиперповерхности Σ0, в ко­
торой определена тройка векторов 𝑒𝑎𝑖 , они могут быть перенесены параллельно
сами себе вдоль геодезической, которая принадлежит описаной выше конгруэн­
ции, проходящей через данную точку, оставаясь перпендикулярными вектору
𝑁𝑎.

Таким образом, описаные выше векторные поля {𝑁𝑎,𝑒𝑎𝑖 } образуют базис
в касательном расслоении 𝑇Ω на гиперповерхности и в некоторой ее малой
окрестности, поэтому с их помощью можно записать соотношения полноты для
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обратной метрики:
𝑔𝑎𝑏 = 𝑁𝑎𝑁 𝑏 + 𝛾𝑖𝑗 𝑒𝑎𝑖 𝑒

𝑏
𝑗, (4.2)

где 𝛾𝑖𝑗 - обратная к индуцированной метрике на Σ0: 𝛾𝑖𝑗 = 𝑔𝑎𝑏 𝑒
𝑎
𝑖 𝑒

𝑏
𝑗.

Выберем в качестве локальных координат в окрестности гиперповерхно­
сти {𝑛,𝑦𝑖}, тогда с учетом приведенных выше соотношений получим, что метри­
ка в окрестности Σ0 имеет структуру (4.1), поэтому полученные таким образом
координаты являются искомыми гауссовыми нормальными координатами.

4.2 Полевые уравнения

Воспользовавшись определением (1.12), вычислим внешнюю кривизну в
гауссовых нормальных координатах:

𝐾𝑖𝑗 = −O𝑎𝑁𝑏 𝛿
𝑎
𝑖 𝛿

𝑏
𝑗 = −𝜀O𝑖O𝑗𝑛 = 𝜀Γ𝑛

𝑖𝑗 = −1

2
𝜕𝑛 𝛾𝑖𝑗, (4.3)

след тензора кривизны, соответственно:

𝐾 = 𝛾𝑖𝑗 𝐾𝑖𝑗 = −𝜀 𝛾𝑖𝑗𝑒𝑎𝑖 𝑒
𝑏
𝑗 O𝑎O𝑏𝑛 = −𝜀

(︀
𝑔𝑎𝑏 −𝑁𝑎𝑁 𝑏

)︀
O𝑎O𝑏𝑛 =

= −𝜀�𝑛+𝑁𝑎𝑁 𝑏O𝑏𝑁𝑎 = −𝜀�𝑛, (4.4)

при выводе этой формулы было использовано соотношение (4.2), а также тот
факт, что при построении гауссовой нормальной системы координат находит­
ся векторное поле 𝑁𝑎 является касательным к конгруэнции геодезических, ко­
торой ортогональны все гиперповерхности вида: 𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Более того, если
считать, что 𝐾 - скаляр, определенный при всех 𝑛, то из полученной формулы
ясно, что след тензора внешней кривизны пропорционален параметру расшире­
ния этой конгруэнции.

Уравнения движения (1.44-1.46) сингулярной гиперповерхности в гауссо­
вых нормальных координатах значительно упрощаются. В частности для двой­
ного слоя имеем:

−1

2
𝛽2𝐾 [𝑅]− 𝛽1𝐾𝑖𝑗 [𝑅

𝑖𝑗] = 8𝜋 𝑆𝑛𝑛,
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−1

2
𝛽2 [𝜕

𝑖𝑅]− 𝛽1 [O𝑗𝑅
𝑖𝑗] = 8𝜋 𝑆𝑛𝑖,

𝛽1 [O𝑛𝑅
𝑖𝑗]− 𝛽1

(︁
𝐾 𝑖

𝑙 [𝑅
𝑙𝑗] +𝐾𝑗

𝑙 [𝑅
𝑙𝑖]
)︁
+

1

2
𝛽2 𝛾

𝑖𝑗 [𝜕𝑛𝑅] +
1

2
(𝛽1 − 𝛽2)𝐾

𝑖𝑗 [𝑅]−

−
(︂
1

2
𝛽2 𝛾

𝑘𝑙 [𝑅] + 𝛽1 [𝑅
𝑘𝑙]

)︂
𝐵𝑖𝑗

𝑘𝑙(𝑦) = 8𝜋𝜀 𝑆𝑖𝑗, 𝑖,𝑗,𝑘,𝑙 ̸= 𝑛. (4.5)

Если в этих соотношениях положить [𝑅𝑎𝑏] = 0, то получим уравнения дви­
жения для времениподобной или пространственноподобной тонкой оболочки:

𝑆𝑛𝑛 = 𝑆𝑛𝑖 = 0, 𝛽1 [O𝑛𝑅
𝑖𝑗] +

1

2
𝛽2 𝛾

𝑖𝑗 [𝜕𝑛𝑅] = 8𝜋𝜀 𝑆𝑖𝑗, 𝑖,𝑗 ̸= 𝑛,

которые представляют из себя частный случай (1.50) для нормальных гауссо­
вых координат.

4.3 Сферически-симметричные времениподобные и
пространственноподобные сингулярные гиперповерхности

В данном разделе рассмотрим пространственно и времениподобные сфери­
чески симметричные сингулярные гиперповерхности в сферически-симметрич­
ной геометрии.

Как уже было отмечено, для этого типа гиперповерхностей удобно ис­
пользовать гауссову нормальную систему координат. Для сферически симмет­
ричных геометрий метрика в этих координатах имеет вид:

𝑑𝑠2 = 𝜀 𝑑𝑛2 + 𝛾00(𝑛, 𝜏) 𝑑𝜏
2 − 𝑟2(𝑛,𝜏) 𝑑Ω2 = 𝑟2

(︁ 𝜀

𝑟2
𝑑𝑛2 + ̃︀𝛾00𝑑𝜏 2 − 𝑑Ω2

)︁
, (4.6)

где 𝜀 = −1 для времениподобной гиперповерхности и 1 для пространственно­
подобной, координата 𝜏 может быть как временной, так и пространственной
координатой. Кроме того, для гауссовой нормальной системы коордиат всегда
можно добиться того, чтобы 𝛾00(0, 𝜏) = −𝜀.



110

Воспользовавшись соотношениями (4.3,4.4) для частного случая метрики
(4.6), выпишем компоненты тензора внешней кривизны и ее след:

𝐾00 = −1

2
𝜕𝑛𝛾00, 𝐾22 = 𝑟 𝜕𝑛𝑟 =

1

𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝐾33, 𝐾 = − 1

2𝛾00
𝜕𝑛𝛾00 −

2

𝑟
𝜕𝑛𝑟, (4.7)

причем 𝐾(0,𝜏) = 𝜀
2 𝜕𝑛𝛾00 −

2
𝑟 𝜕𝑛𝑟.

В некоторых задачах имеет смысл выделить квадрат радиуса как кон­
формный фактор в метрике (4.6), и работать с ̃︀𝛾𝛼𝛽, для которой по аналогии с
𝐾𝑖𝑗 можно ввести тензор ̃︀𝐾𝛼𝛽 с единственной ненулевой компонентой:

̃︀𝐾00 = −1

2
𝜕𝑛̃︀𝛾00, ̃︀𝛾00 = 𝛾00

𝑟2
. (4.8)

Его след относительно двумерной «метрики»: ̃︀𝐾 = −1
2
𝜕𝑛̃︀𝛾00̃︀𝛾00 является инвариан­

том, так как 𝐾 = ̃︀𝐾 − 3
𝑟 𝜕𝑛𝑟 и величина 𝜕𝑛𝑟 = 𝑁𝑎 𝜕𝑎𝑟 - также инвариант.

Выпишем уравнения движения двойного слоя (1.44-1.46) для частного слу­
чая метрики (4.6), выразив присутствующие в них величины через комбинации
представленных выше инвариантов сферической геометрии:

− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2)𝐾 [ ̃︀𝑅]− 𝛽1

𝜕𝑛𝑟

𝑟
[ ̃︀𝑅] + (𝛽1 + 3𝛽2)𝐾 𝑟[𝜎] = 8𝜋𝑟2 𝑆𝑛𝑛 , (4.9)

(𝛽1 + 𝛽2)
1

2𝑟2
[𝜕0 ̃︀𝑅]− (𝛽1 + 3𝛽2)

[︁
𝜕0

(︁𝜎
𝑟

)︁]︁
− 𝛽2

𝜕0𝑟

𝑟3
[ ̃︀𝑅] = 8𝜋𝑆𝑛0, 𝑆𝑛2 = 𝑆𝑛3 = 0.

(4.10)

− 1

2
(𝛽1 + 𝛽2)

1

𝑟2
[𝜕𝑛 ̃︀𝑅] + 𝛽2

𝜕𝑛𝑟

𝑟3
[ ̃︀𝑅] + (𝛽1 + 3𝛽2)

[︁
𝜕𝑛

(︁𝜎
𝑟

)︁]︁
+

+

(︂
1

2
(𝛽1 + 𝛽2)

1

𝑟2
[ ̃︀𝑅]− (𝛽1 + 3𝛽2)

1

𝑟
[𝜎]

)︂(︂
𝐾 +

2𝜕𝑛𝑟

𝑟
+𝐵00

00(𝜏)

)︂
= 8𝜋𝑆00, (4.11)

1

2
𝛽2

1

𝑟2
[𝜕𝑛 ̃︀𝑅]− (𝛽1 + 3𝛽2)

1

𝑟
[𝜕𝑛𝜎]−

1

2
(𝛽1 + 𝛽2)

𝜕𝑛𝑟

𝑟3
[ ̃︀𝑅]−

−
(︂
1

2
𝛽2

1

𝑟2
[ ̃︀𝑅]− (𝛽1 + 3𝛽2)

1

𝑟
[𝜎]

)︂
𝐵22

22(𝜏) = −8𝜋𝜀𝑟2 𝑆22,

𝑆33 =
1

𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑆22, 𝑆23 = 𝑆02 = 𝑆03 = 0 . (4.12)
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При этом были использованы определения двумерной скалярной кривизны и 𝜎

(1.69,1.70) для гауссовой нормальной системы координат с метрикой (4.6):

̃︀𝑅 =
−𝜀

2𝜕𝑛̃︀𝛾00𝜕𝑛
{︂
𝑟2(𝜕𝑛̃︀𝛾00)2̃︀𝛾00

}︂
+

𝑟3

𝜕𝜏𝑟
𝜕𝜏

{︂
(𝜕𝜏𝑟)

2

𝑟4 ̃︀𝛾00
}︂
,

[ ̃︀𝑅] = 𝑟2 [𝜕2
𝑛𝑛𝛾00] + 2𝜀 𝑟 [𝜕2

𝑛𝑛𝑟] = 𝑟4[𝜕2
𝑛𝑛̃︀𝛾00], (4.13)

𝜎 = 𝜀 𝜕2
𝑛𝑛𝑟 + 𝛾00𝜕2

𝜏𝜏𝑟 +
𝜀

2
𝜕𝑛𝛾00 𝜕𝑛𝑟 −

1

2
𝛾00 𝜕𝜏𝛾00 𝜕𝜏𝑟, [𝜎] = 𝜀 [𝜕2

𝑛𝑛𝑟]. (4.14)

В нормальной гауссовой системе координат условия Лихнеровича сводят­
ся к непрерывности 𝜕𝑛𝑟 и 𝜕𝑛𝛾00, соответственно они могут быть выражены через
непрерывность инвариантов:

[𝐾] = 0, [Δ] = 0, (4.15)

где Δ = 𝜀 (𝜕𝑛𝑟)
2+𝛾00 (𝜕𝜏𝑟)

2, при условии, что 𝜕𝑛𝑟 не меняет знак непосредствен­
но на Σ0. Альтернативно, условия Лихнеровича сводятся к следующим:

[ ̃︀𝐾] = 0, [Δ] = 0. (4.16)

Аналогично уравнения движения сферически-симметричнной тонкой обо­
лочки в гауссовой нормальной системе координат с метрикой (4.6), полученные
из (1.50), также можно записать с помощью инвариантов сферической геомет­
рии :

𝑆𝑛𝑛 = 𝑆𝑛𝑖 = 0, 𝑖 ̸= 𝑛, (4.17)
1

2
(𝛽1 + 𝛽2) [𝜕𝑛 ̃︀𝑅]− (𝛽1 + 3𝛽2) 𝑟 [𝜕𝑛𝜎] = 8𝜋𝜀 𝑟2𝑆0

0 , (4.18)

1

2
𝛽2 [𝜕𝑛 ̃︀𝑅]− (𝛽1 + 3𝛽2) 𝑟[𝜕𝑛𝜎] = 8𝜋𝜀 𝑟2𝑆2

2 , 𝑆3
3 = 𝑆2

2 . (4.19)

Условием того, что сингулярная гиперповерхность представляет из себя
тонкую оболочку, является отсутствие скачков в тензоре Риччи, поэтому в дан­
ном случае, помимо условий Лихнеровича (4.15), выполняются соотношения:

[ ̃︀𝑅] = 0, [𝜎] = 0. (4.20)
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4.4 Времениподобные и пространственноподобные сингулярные
гиперповерхности в конформной гравитации

Уравнения движения времениподобного (пространственноподобного)
двойного слоя для сферически-симметричной конформной гравитации являют­
ся частным случаем (4.9, 4.10):

̃︀𝐾 [ ̃︀𝑅] = −12𝜋

𝛼1
𝑟2 𝜀𝑆𝑛

𝑛 , (4.21)

[︁
𝜕0

(︁
𝑟 ̃︀𝑅)︁]︁ = 12𝜋𝑟3

𝛼1
𝑆𝑛0, 𝑆𝑛2 = 𝑆𝑛3 = 0, (4.22)

[𝜕𝑛 ̃︀𝑅]− [ ̃︀𝑅]

(︂ ̃︀𝐾 − 2
𝜕𝑛𝑟

𝑟
+𝐵00

00(𝜏)

)︂
= 𝜀

12𝜋

𝛼1
𝑟2𝑆0

0 , (4.23)

− 1

2
[𝜕𝑛 ̃︀𝑅]− 𝜕𝑛𝑟

𝑟
[ ̃︀𝑅] +

1

2
[ ̃︀𝑅]𝐵22

22(𝜏) =
12𝜋

𝛼1
𝜀𝑟2 𝑆2

2 , 𝑆3
3 = 𝑆2

2 . (4.24)

Аналогично, для случая тонкой оболочки получим:

[𝜕𝑛 ̃︀𝑅] =
12𝜋𝜀𝑟2

𝛼1
𝑆0
0 , 𝑆3

3 = 𝑆2
2 = −1

2
𝑆0
0 . (4.25)

В конформной гравитации след тензора энергии-импульса равен нулю [48].
Для рассматриваемой задачи это означает, что 𝑇±

𝑎𝑏 𝑔
𝑎𝑏 = 0, но при этом в об­

щем случае не обязательно, что след поверхностного тензора энергии-импульса
𝑆𝑎
𝑎 должен быть равен нулю, так как сохранение конформной инвариантности

непосредственно на Σ0 не предполагалось по умолчанию. Тем не менее, из физи­
ческих соображений имеет смысл рассматривать задачу, которая представляет
из себя предельный случай некоторого несингулярного распределения материи,
тогда необходимо, чтобы 𝑆𝑎

𝑎 = 0.
Как видно из уравнения (4.25), для тонкой оболочки данное условие сле­

дует из уравнений движения непосредственно. Для двойного слоя существует
дополнительная неопределенность, связанная с выбором «произвольных» функ­
ций 𝐵𝑘𝑙

𝑖𝑗 (𝜏), соответственно всегда можно положить:

𝑆0
0 + 2𝑆2

2 + 𝑆𝑛
𝑛 = 0 ,
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откуда из уравнений движения следует, что:

𝐵22
22(𝜏)−𝐵00

00(𝜏) = 2 ̃︀𝐾.

4.4.1 Сшивка двух вакуумов

Рассмотрим сшивку двух сферически-симметричных вакуумов конформ­
ной гравитации с помощью двойного слоя или тонкой оболочки. В работе [49] по­
казано, что существует три типа вакуума сферически-симметричной конформ­
ной гравитации: два решения с постоянной двумерной скалярной кривизной̃︀𝑅 = ±2 и решение с переменной ̃︀𝑅.

Для двойного слоя, разделяющего два вакуума, по определению: 𝑆𝑛0 = 0,
тогда уравнения движения (4.21,4.22) можно существенно упростить:

[ ̃︀𝑅] =
𝐶

𝜌
(4.26)

̃︀𝐾 𝐶

𝜌
= −12𝜋

𝛼1
𝜌2 𝜀𝑆𝑛

𝑛 , (4.27)

где 𝐶 - произвольная константа, 𝜌(𝜏) = 𝑟|Σ0
= 𝑟(0,𝜏). Здесь и далее будем

использовать обозначение 𝜌, подразумевая, что это функция от переменной 𝜏 .
Возвращаясь к классификации вакуумов, несложно заметить, что сшивка

двух вакуумов с одинаковой постоянной ̃︀𝑅 не реализуется ни в виде двойного
слоя, ни в виде тонкой оболочки.

Сшивка вакуумов с постоянными различными ̃︀𝑅 возможна только в виде
двойного слоя, так как 𝜕𝑛 ̃︀𝑅± = 0. Рассмотрим случай, когда Ω+ - вакуум с̃︀𝑅 = 2 и Ω− - вакуум с ̃︀𝑅 = −2:

𝑑𝑠2± = (𝑟±(𝑢±,𝑣±))2
(︂

4 𝑑𝑢± 𝑑𝑣±

(𝑢± ∓ 𝑣±)2
− 𝑑Ω2

)︂
,

тогда [ ̃︀𝑅] = 4, поэтому из уравнения (4.26) следует, что 𝜌 = 𝐶
4 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Это

означает, что Σ0 задана в Ω± областях соотношениями 𝑟±(𝑢±,𝑣±) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝐶
4 .
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Нормированные уравнения гиперповерхности, т.е. удовлетворяющие усло­
вию (1.11): 𝑛± = 𝑟±−𝐶/4√

Δ± . При этом функции 𝑟±(𝑢±,𝑣±) различны для Ω±, но
совпадают на Σ0 и удовлетворяют условию [Δ] = 0.

Для остальных вариантов сшивки двух сферически-симметричных ваку­
умов конформной гравитации существуют как двойные слои, так и тонкие обо­
лочки.

Рассмотрим сшивку с помощью двойного слоя вакуума с переменной ̃︀𝑅
в качестве Ω+ и вакуума с постоянной ̃︀𝑅 в качестве Ω−. Для определенности
выберем ̃︀𝑅− = 2 и обозначим ̃︀𝑅+ = ̃︀𝑅, тогда:

𝑑𝑠2+ = 𝑟+(𝜂, ̃︀𝑅)2
(︁
𝐴𝑑𝜂2 − 𝐴−1𝑑 ̃︀𝑅2 − 𝑑Ω2

)︁
, 𝐴( ̃︀𝑅) =

1

6

(︁ ̃︀𝑅3 − 12 ̃︀𝑅 + 𝐶0

)︁
,

𝑑𝑠2− = 𝑟−(𝑡,𝑥)2
(︂

1

𝑥2
(𝑑𝑡2 − 𝑑𝑥2)− 𝑑Ω2

)︂
.

Из соотношения (4.26) следует, что уравнение гиперповерхности в Ω+ в
исходных координатах: ̃︀𝑅− 2− 𝐶

𝑟+( ̃︀𝑅,𝜂)
= 0 .

Уравнения движения (4.21,4.22) записаны в гауссовой нормальной системе
координат, при этом переход от исходных произвольных координат {𝑥±} в Ω±

к нормальным гауссовым координатам Σ0 зависит от функций 𝑛±(𝑥±), которые
заранее неизвестны. Соответственно, далее по умолчанию примем, что даже при
использовании исходных координат {𝑥±}, они рассматриваются как функции от
𝑛 и 𝜏 и, как следствие, только от 𝜏 непосредственно на Σ0. Детали перехода от
исходных координат к нормальным гауссовым для сферически-симметричных
решений конформной гравитации разобраны в приложении Б.

Запишем условия Лихнеровича для рассматриваемой сшивки:

Δ|Σ0
=

1

𝐴𝜌2
(︀
𝜕𝜂𝑟

+
)︀2 − 𝐴

𝜌2
(︀
𝜕 ̃︀𝑅𝑟+)︀2 =

=
6𝜌𝐶2 + 𝐶3 + 𝜌3(𝐶0 − 16)

𝜌4
�̇�2
(︀
𝜌2 + 𝐶 𝜕 ̃︀𝑅𝑟+)︀2

6𝜌 �̇�2𝐶2 − 𝜀 (6𝜌𝐶2 + 𝐶3 + 𝜌3 (𝐶0 − 16))
−

− 6𝜌𝐶2 + 𝐶3 + 𝜌3(𝐶0 − 16)

6𝜌5
(︀
𝜕 ̃︀𝑅𝑟+)︀2 = 𝑥2

𝜌2

(︁(︀
𝜕𝑡𝑟

−)︀2 − (︀𝜕𝑥𝑟−)︀2)︁ , (4.28)
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− 𝜌 ̃︀𝐾|Σ0
= 𝜅−

𝑥2

�̇�

𝑑

𝑑𝜏

(︃√︀
�̇�2 𝜌2 − 𝜀 𝑥2

𝑥2

)︃
=

𝜅+̃̇︀𝑅 𝑑

𝑑𝜏

(︃√︁ ̃̇︀𝑅2

𝜌2 − 𝜀𝐴

)︃
=

= −𝑠𝑖𝑔𝑛(𝐶)𝜅+
𝜌2

�̇�

𝑑

𝑑𝜏

{︃
1

𝜌

√︃
�̇�2 − 𝜀

6

(︂
6 +

𝐶

𝜌
+

𝜌2

𝐶2
(𝐶0 − 16)

)︂}︃
, (4.29)

где точкой обозначена полная производная по 𝜏 , константы 𝜅+ и 𝜅− - знаки
𝜕𝑛 ̃︀𝑅(0,𝜏) и 𝜕𝑛𝑥(0,𝜏) соответственно. Выше также были использованы соотноше­
ния:

�̇� = 𝜕𝜂𝑟
+ �̇� + 𝜕 ̃︀𝑅𝑟+ ̃̇︀𝑅 = 𝜕𝜂𝑟

+ �̇� − 𝐶�̇�

𝜌2
𝜕 ̃︀𝑅𝑟+,

�̇�2 =
̃̇︀𝑅2

𝜌2 − 𝜀𝐴

𝜌2𝐴2
=

𝐶2�̇�2 − 𝜀𝜌2𝐴

𝜌4𝐴2
, 𝐴(0,𝜏) =

𝐶2

6 𝜌2

(︂
𝐶

𝜌
+ 6 + 𝜌2

𝐶0 − 16

𝐶2

)︂
.

Уравнения движения (4.26,4.27) для данного двойного слоя:

̃︀𝑅− 2 =
𝐶

𝜌
,

𝜅+
|𝐶|
�̇�

𝑑

𝑑𝜏

{︃
1

𝜌

√︃
�̇�2 − 𝜀

6

(︂
6 +

𝐶

𝜌
+

𝜌2

𝐶2
(𝐶0 − 16)

)︂}︃
= −12𝜋

𝛼1
𝜌2 𝜀𝑆𝑛

𝑛 .

При сшивке двух вакуумов - с переменной ̃︀𝑅 и постоянной ̃︀𝑅, помимо
двойных слоев, возможны также тонкие оболочки, для которых должны вы­
полняться дополнительные ограничения (4.20).

Из условия непрерывности ̃︀𝑅 для случая тонкой оболочки следует, что
гиперповерхность в Ω+ области определяется соотношением: ̃︀𝑅 = 2.

Условия Лихнеровича (4.28,4.29) при ̃︀𝑅(0,𝜏) = 2, соответственно:

Δ|Σ0
= −𝜀 �̇�2 − 𝐶0 − 16

6 𝜌2
(︀
𝜕 ̃︀𝑅𝑟+)︀2 = 𝑥2

𝜌2

(︁(︀
𝜕𝑡𝑟

−)︀2 − (︀𝜕𝑥𝑟−)︀2)︁ , (4.30)

− 𝜌 ̃︀𝐾|Σ0
= 𝜅−

𝑥2

�̇�

𝑑

𝑑𝜏

(︃√︀
�̇�2 𝜌2 − 𝜀 𝑥2

𝑥2

)︃
= 0 . (4.31)

Уравнения движения для рассматриваемой тонкой оболочки:

𝜅+

√︂
𝜀
16− 𝐶0

6
=

12𝜋𝜀

𝛼1
𝜌3𝑆0

0 , 𝑆3
3 = 𝑆2

2 = −1

2
𝑆0
0 ,
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из них следует, что
𝑑

𝑑𝜏

(︀
𝜌3 𝑆0

0

)︀
= 0 . (4.32)

Этот же результат можно получить из условий консервативности для тен­
зора энергии-импульса сферически-симметричной тонкой оболочки в конформ­
ной гравитации (1.63):

1

𝜌3
𝑑

𝑑𝜏

(︀
𝑆0
0 𝜌

3
)︀
− 𝜀 [𝑇 0𝑛] = 0 , (4.33)

так как [𝑇 𝑛0] = 0 для сшивки двух вакуумов.
Рассмотрим также двойной слой, разделяющий два вакуума с переменной̃︀𝑅:

𝑑𝑠2± = 𝑟±(𝜂±, ̃︀𝑅±)2
(︁
𝐴± 𝑑𝜂±2 − 𝐴±−1𝑑 ̃︀𝑅±2 − 𝑑Ω2

)︁
,

𝐴±( ̃︀𝑅±) =
1

6

(︁ ̃︀𝑅±3 − 12 ̃︀𝑅± + 𝐶±
0

)︁
.

Выпишем условия Лихнеровича для данной сшивки:

[Δ] =
1

𝜌2
[𝐴 (𝜕𝜂𝑟)

2 − 𝐴−1
(︀
𝜕 ̃︀𝑅𝑟)︀2] = 0,

− 𝜌 ̃︀𝐾|Σ0
=

𝜅+̃̇︀𝑅+

𝑑

𝑑𝜏

(︃√︁ ̃̇︀𝑅+2

𝜌2 − 𝜀𝐴+

)︃
=

𝜅−̃̇︀𝑅−
𝑑

𝑑𝜏

(︃√︁ ̃̇︀𝑅−2

𝜌2 − 𝜀𝐴−

)︃
, (4.34)

где 𝜅± - знаки 𝜕𝑛 ̃︀𝑅±(0,𝜏) .
Уравнения движения для двойного слоя, разделяющего два вакуума с

переменной ̃︀𝑅: ̃︀𝑅+ − ̃︀𝑅− =
𝐶

𝜌
,

−𝐶 𝜅+

𝜌2 ̃̇︀𝑅+

𝑑

𝑑𝜏

(︃√︁ ̃̇︀𝑅+2

𝜌2 − 𝜀𝐴+

)︃
= −12𝜋

𝛼1
𝜌2 𝜀𝑆𝑛

𝑛 .

Перейдем к сценарию тонкой оболочки для тех же Ω±. В силу дополни­
тельных соотношений (4.20): ̃︀𝑅+ = ̃︀𝑅− = ̃︀𝑅. Соответственно, условия Лихнеро­
вича сводятся к следующим соотношениям:

[𝐴 (𝜕𝜂𝑟)
2 − 𝐴−1

(︀
𝜕 ̃︀𝑅𝑟)︀2] = 0,
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[𝜕𝑛 ̃︀𝑅] = 𝜅+

√︃̃̇︀𝑅+2

− 𝜀

𝜌2
𝐴+ − 𝜅−

√︃̃̇︀𝑅−2

− 𝜀

𝜌2
𝐴− =

𝐶1

𝜌
,

где 𝐶1 - произвольная константа.
Уравнения движения для тонкой оболочки, разделяющей два вакуума с

переменной ̃︀𝑅:

𝐶1
𝛼1

12𝜋𝜀
= 𝜌3 𝑆0

0 , 𝑆3
3 = 𝑆2

2 = −1

2
𝑆0
0 .

Таким образом, для данного случая также выполняется соотношение
(4.32), так как он тоже относится к сшивке двух вакуумных сферически-сим­
метричных решений конформной гравитации.

Далее, перейдем к исследованию сферически-симметричных временипо­
добных и пространственноподобных сингулярных гиперповерхностей, которые
представляют из себя аналоги для конформной гравитации таких физических
моделей, как горение вакуума [40; 41], фазовый переход [88], коллапс сфери­
чески-симметричной тонкой оболочки. При этом, как уже было указано ранее,
в качестве Ω± рассматриваются решения сферически-симметричной конформ­
ной гравитации, полученные в работе [49], а именно, использованы различные
вакуумы и решения типа Вайдья.

4.4.2 Фазовый переход в вакууме

Рассмотрим сшивку с помощью двойного слоя пространства-времени
Фридмана-Робертсона-Уокера в качестве Ω+ и геометрии Шварцшильда в ка­
честве Ω−:

𝑑𝑠2− = 𝑓(𝑟)(𝑑𝑡−)2 − 𝑓−1(𝑟)𝑑𝑟2 − 𝑟2𝑑Ω2, 𝑓(𝑟) = 1− 𝑟𝑔
𝑟
,

𝑑𝑠2+ = 𝑑𝑡2 − 𝑎(𝑡)2

1− 𝑘𝑥2
𝑑𝑥2 − 𝑎(𝑡)2𝑥2𝑑Ω2.

Заметим, что для метрики Шварцшильда выполняется соотношение:̃︀𝑅− = 2 − 6 𝑟𝑔
𝑟 , из которого следует, что её невозможно сшить с вакуумом с̃︀𝑅 = 2, которым является метрика Фридмана-Робертсона-Уокера, тонкой обо­
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лочкой. Для этого типа сингулярной гиперповерхности [ ̃︀𝑅] = 0, что означает
𝑟 = +∞ на Σ0.

Так как здесь рассматривается двойной слой, описывающий фазовый пе­
реход в вакууме, то Σ0 - пространственноподобная гиперповерхность, т.е. 𝜀 = 1.
Эта модель может интерпретироваться как образование новой Вселенной под
горизонтом черной дыры. В частности, в работе [89] показано, что S-брана, ко­
торая возникает под горизонтом черной дыры, когда тензор Вейля достигает
струнного масштаба, описывает гиперповерхность перехода между внутренней
частью черной дыры и началом новой Вселенной. В общем случае, S-брана и
сингулярная гиперповерхность - различные физические модели, но для данно­
го примера между ними можно провести аналогию, как минимум, на уровне
действия.

Для рассматриваемого двойного слоя удобно представить условия Лихне­
ровича в следующей форме:(︂

− ̃︀𝐾 +
𝜕𝑛𝑟

𝑟

)︂
|Σ0

=
𝜕𝑛𝛾00
2 𝛾00

|Σ0
=

𝜅+

𝑎 𝑡

𝑑

𝑑𝜏

(︁
𝑎
√︀

1 + 𝑡2
)︁
=

𝜅

�̇�

𝑑

𝑑𝜏

(︂√︂
−1 +

𝑟𝑔
𝜌
+ �̇�2

)︂
,

Δ = 𝑥2 (𝜕𝑡𝑎)
2 + 𝑘 𝑥2 − 1 = −1 +

𝑟𝑔
𝜌
,

где 𝜅+ и 𝜅 - знаки 𝜕𝑛𝑡(0,𝜏) и 𝜕𝑛𝑟(0,𝜏) соответственно.
Последнее соотношение определяет уравнение гиперповерхности в Ω+ об­

ласти:

𝑎(𝑡)𝑥 = 𝜌(𝑡) =

(︂
𝑟𝑔 𝑎(𝑡)

2

(𝜕𝑡𝑎(𝑡))2 + 𝑘

)︂ 1
3

.

Для метрики Шварцшильда в нормальной гауссовой системе координат
имеем: ̃︀𝐾 = −𝜅

𝜌

�̇�

𝑑

𝑑𝜏

(︂
1

𝜌

√︂
�̇�2 − 1 +

𝑟𝑔
𝜌

)︂
,

эта формула полностью согласуется с (4.29), так как пространство-время
Шварцшильда - частный случай вакуума с переменной ̃︀𝑅, для которого 𝐶 =

−6𝑟𝑔, 𝐶0 = 16.
Уравнения движения для сшивки рассматриваемых метрик:

𝜅
𝑟𝑔
�̇�

𝑑

𝑑𝜏

(︂
1

𝜌

√︂
�̇�2 − 1 +

𝑟𝑔
𝜌

)︂
=

2𝜋

𝛼1
𝜌2 𝑆𝑛

𝑛 ,
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𝑆𝑛0 = 0.

Так как одной из возможных интерпретаций данной модели является об­
разование новой Вселенной под горизонтом черной дыры, то логично предпо­
ложить, что Σ0 должна быть однородной и изотропной по пространственным
координатам. Соответственно, учитывая тот факт, что рассматривается про­
странственноподобная гиперповерхность, имеет смысл требовать постоянной
двумерной скалярной кривизны по обе стороны Σ0: ̃︀𝑅± = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Для метрики Шварцшильда из условия ̃︀𝑅+ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 следует, что радиус
является постоянным на гиперповерхности, т.е. Σ0 в Ω±-областях задана соотно­
шением: 𝑟 = 𝜌0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Как уже было отмечено ранее, 𝜌0 < 𝑟𝑔, сшивка проис­
ходит под горизонтом. Это условие также связано с тем, что рассматриваемая
гиперповерхность является пространственноподобной, а 𝑟 - времениподобная
координата под горизонтом.

Для Ω± нормированное уравнение гиперповерхности постоянного радиуса:

𝑛−(𝑟) = 𝜅
𝑟 − 𝜌0√︀
|Δ−|

= 0 ,

𝑛+(𝑡,𝑥) = 𝜅+ 𝑎(𝑡)𝑥− 𝜌0√︀
|Δ+|

= 0 .

Выпишем условия Лихнеровича для частного случая 𝜌 = 𝜌0:

𝜅+

𝑎 𝑡

𝑑

𝑑𝜏

(︁
𝑎
√︀

1 + 𝑡2
)︁
= −𝜅

𝑟𝑔

2𝜌
3
2
0

√
𝑟𝑔 − 𝜌0

,

1

𝑎2

(︃(︂
𝑑𝑎

𝑑𝑡

)︂2

+ 𝑘

)︃
=

𝑟𝑔
𝜌30
,

из последнего уравнения находим функцию 𝑎(𝑡) на Σ0:

𝑎(𝑡) = 𝑎0 𝑒𝑥𝑝

{︂
±
√︂

𝑟𝑔
𝜌30

𝑡

}︂
, 𝑘 = 0,

𝑎(𝑡) =

√︃
𝜌30
𝑟𝑔

𝑐ℎ

{︂√︂
𝑟𝑔
𝜌30

𝑡+ 𝑎𝑟𝑐ℎ

(︂√︂
𝑟𝑔
𝜌30

𝑎0

)︂}︂
, 𝑘 = 1,

𝑎(𝑡) =

√︃
𝜌30
𝑟𝑔

𝑠ℎ

{︂
±
√︂

𝑟𝑔
𝜌30

𝑡+ 𝑎𝑟𝑠ℎ

(︂√︂
𝑟𝑔
𝜌30

𝑎0

)︂}︂
, 𝑘 = −1. (4.35)
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Эти решения описывают метрику де Ситтера, но они, строго говоря, не от­
носятся ко всей области Ω+, так как условия Лихнеровича выполняются только
непосредственно на гиперповерхности.

Если же с самого начала рассмотреть в качестве Ω+ метрику де Ситтера,
то из непрерывности инварианта Δ:

Δ|Σ0
=

𝑟𝑔
𝜌
− 1 =

𝜌2

𝛼2
− 1 ,

автоматически следует, что единственно возможный вариант сшивки - гипер­
поверхность постоянного радиуса: 𝑟 = 𝜌0 = 3

√︀
𝑟𝑔 𝛼2. Здесь 𝛼 - космологический

горизонт метрики де Ситтера, который связан с космологической постоянной,
в четырехмерном случае: Λ = 3

𝛼2 .
Перейдем к уравнениям движения для гиперповерхности постоянного ра­

диуса 𝜌 = 𝜌0:

−𝜅
𝑟𝑔
2 𝜌40

3𝑟𝑔 − 2𝜌0√︀
𝜌0 (𝑟𝑔 − 𝜌0)

=
2𝜋

𝛼1
𝑆𝑛𝑛, 𝑆𝑛0 = 0.

В случае пространственноподобной гиперповерхности 𝑆𝑛𝑛 играет роль
плотности энергии. Для того, чтобы она была положительна, необходимо:
−𝜅𝛼1 > 0.

4.4.3 Горение вакуума

Исследуем времениподобный (𝜀 = −1) двойной слой, разделяющий про­
странство-время де Ситтера:

𝑑𝑠2+ = 𝑓(𝑟)𝑑𝑡2 − 𝑓−1(𝑟)𝑑𝑟2 − 𝑟2𝑑Ω2 , 𝑓(𝑟) = 1− 𝑟2

𝛼2
,

и решение типа Вайдья:

𝑑𝑠2− = (𝑟−(𝑣, ̃︀𝑅))2
(︁
𝐴(𝑣, ̃︀𝑅) 𝑑𝑣2 − 2𝑑𝑣 𝑑 ̃︀𝑅− 𝑑Ω2

)︁
,

𝐴(𝑣, ̃︀𝑅) =
1

6

(︁ ̃︀𝑅3 − 12 ̃︀𝑅 + 𝐶0(𝑣)
)︁
.
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Рассмотрим сингулярную гиперповерхность особого вида, впервые откры­
тую и исследованную в работах [40; 41] для общей теории относительности.
Подобные гиперповерхности описывают так называемое «горение вакуума». В
этом случае стенка пузыря - сферически-симметричной времениподобной гипер­
поверхности, не несет энергии, т.е. 𝑆0

0 = 0, но поверхностное натяжение 𝑆2
2 = 𝑆3

3

ненулевое. В отличии от общей теории относительности, для сингулярной гипер­
поверхности в конформной гравитации компоненты 𝑆𝑛

𝑛 и 𝑆𝑛0 также ненулевые
даже для модели «горение вакуума». Более того, так как для конформной гра­
витации след поверхностного тензора энергии-импульса равен нулю, существует
связь меджу поверхностным натяжением и «внешним давлением»:

𝑆2
2 = 𝑆3

3 = −1

2
𝑆𝑛
𝑛 .

Внутренняя область пузыря заполнена некоторой материей, созданной из
высвободившейся вокруг нее энергии вакуума. В ссылках, цитируемых выше,
это идеальная жидкость, здесь ее можно интерпретировать как излучение в
силу того, что рассматривается аналог метрики Вайдья.

Выпишем условия Лихнеровича (4.16) для данного случая, воспользовав­
шись формулами перехода от исходных координат {𝑡,𝑟}, {𝑣, ̃︀𝑅} в Ω± к нормаль­
ным гауссовым {𝑛,𝜏}:

̃︀𝐾|Σ0
=

1

4

(︁ ̃︀𝑅2 − 4
)︁
�̇� +

𝑑

𝑑𝜏
{𝑙𝑛 (𝜌 �̇�)} = −𝜌

�̇�

𝑑

𝑑𝜏

⎛⎜⎝
√︁
1− 𝜌2

𝛼2 + �̇�2

𝜌

⎞⎟⎠ , (4.36)

Δ|Σ0
= −

𝜕 ̃︀𝑅𝑟−
𝜌2

(︀
2 𝜕𝑣𝑟

− + 𝐴𝜕 ̃︀𝑅𝑟−)︀ = −1 +
𝜌2

𝛼2
. (4.37)

Подставляя полученное выражение для ̃︀𝐾 в уравнения движения
(4.21,4.22), получим:

1

�̇�

𝑑

𝑑𝜏

⎛⎜⎝
√︁

1− 𝜌2

𝛼2 + �̇�2

𝜌

⎞⎟⎠ (︁
2− ̃︀𝑅)︁ =

12𝜋

𝛼1
𝜌 𝑆𝑛

𝑛 , (4.38)

�̇�
(︁
2− ̃︀𝑅)︁− 𝜌 ̃̇︀𝑅 =

12𝜋𝜌3

𝛼1
𝑆𝑛0, 𝑆𝑛2 = 𝑆𝑛3 = 0. (4.39)
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Найти общее решение подобной системы достаточно сложно, поэтому огра­
ничимся частным случаем: 𝜌 = 𝜌0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. При этом 𝜌0 < 𝛼, так как только
тогда гиперповерхность 𝑟 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 может быть времениподобной в Ω+. Норми­
рованные уравнения гиперповерхности в областях Ω±:

𝑛−(𝑣, ̃︀𝑅) =
𝑟− − 𝜌0√︁

|𝜕 ̃︀𝑅𝑟−
(𝑟−)2

(︀
2 𝜕𝑣𝑟− + 𝐴𝜕 ̃︀𝑅𝑟−)︀ | =

𝑟− − 𝜌0√︀
|Δ−|

= 0 ,

𝑛+(𝑟) =
𝑟 − 𝜌0√︁
|1− 𝑟2

𝛼2 |
=

𝑟 − 𝜌0√︀
|Δ+|

= 0 .

Перепишем условия Лихнеровича (4.36,4.37) для частного случая 𝑟 =

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡:
�̇� +

𝛼

𝜌0
√︀
𝛼2 − 𝜌20

𝑦 =
1

4

(︁ ̃︀𝑅2 − 4
)︁
, 𝑦 =

1

�̇�
, (4.40)

Δ|Σ0
= −

𝜕 ̃︀𝑅𝑟−
𝜌20

(︀
2 𝜕𝑣𝑟

− + 𝐴𝜕 ̃︀𝑅𝑟−)︀ = −1 +
𝜌20
𝛼2

. (4.41)

Уравнения движения для рассматриваемого двойного слоя постоянного
радиуса:

𝛼

𝜌20
√︀

𝛼2 − 𝜌20

(︁ ̃︀𝑅− 2
)︁
=

12𝜋

𝛼1
𝜌0 𝑆

𝑛
𝑛 , (4.42)

̃̇︀𝑅 = −12𝜋𝜌20
𝛼1

𝑆𝑛0, 𝑆𝑛2 = 𝑆𝑛3 = 0. (4.43)

Заметим, что для метрики де Ситтера наблюдатель, находящийся на по­
стоянном радиусе - так называемый «наблюдатель Кодамы» [90] , как отмечено
в статье [91], «чувствует» постоянную локальную температуру:

𝑇𝑙𝑜𝑐 =
𝑇𝐻√︁
1− 𝑟20

𝛼2

=

√︁
𝑎2 + 1

𝛼2

2𝜋
,

где 𝑇𝐻 = 1
2𝜋𝛼 - температура Хокинга для пространства-времени де Ситтера,

𝑎2 = 𝑎𝑐 𝑎𝑐 = − 𝜌20
𝛼2(𝛼2−𝜌20)

- квадрат ускорения для траектории 𝑟 = 𝜌0 .
Так как «внешний поток» связан с излучением, то можно предположить,

что постоянство локальной температуры в Ω+ для наблюдателя, находящегося
на гиперповерхности, связано с постоянством 𝑆𝑛0. В этом случае из уравнения
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(4.43) следует, что двумерная скалярная кривизна Ω− на Σ0 линейно зависит
от собственного времени 𝜏 :

̃︀𝑅(0,𝜏) = −12𝜋 𝜌20
𝛼1

𝑆𝑛0 𝜏 + ̃︀𝑅0 , ̃︀𝑅0 = ̃︀𝑅(0,0) . (4.44)

Таким образом, получается гиперповерхность, для которой радиус не ме­
няется, но двумерная скалярная кривизна со стороны Ω− линейно растет или
падает. Здесь можно провести аналогию с полузамкнутыми мирами, которые
впервые были исследованы О.Клейном (1961), а также И.Д. Новиковым и Я.Б.
Зельдовичем (1962).

Воспользовавшись (4.44), преобразуем уравнение, полученное из условия
непрерывности ̃︀𝐾:

−12𝜋 𝜌20
𝛼1

𝑆𝑛0 𝑑𝑦

𝑑 ̃︀𝑅 +
𝛼

𝜌0
√︀

𝛼2 − 𝜌20
𝑦 =

1

4

(︁ ̃︀𝑅2 − 4
)︁
,

для него можно получить общее решение:

𝑦(𝜏) =
1

�̇�(0,𝜏)
= 𝐶1 𝑒𝑥𝑝

{︃
𝛼𝛼1

12𝜋 𝜌30 𝑆
𝑛0
√︀

𝛼2 − 𝜌20

̃︀𝑅}︃+

+
𝜌0
√︀

𝛼2 − 𝜌20
𝛼

{︃
1

4
̃︀𝑅2 +

6𝜋 𝜌30
√︀
𝛼2 − 𝜌20

𝛼1 𝛼
𝑆𝑛0 ̃︀𝑅 +

72𝜋2𝜌60 (𝛼
2 − 𝜌20)

𝛼2
1 𝛼

2

(︀
𝑆𝑛0
)︀2 − 1

}︃
,

(4.45)

где 𝐶1 - константа, зависящая от начальных условий.
Следствием стандартных соотношений замены координат при переходе к

гауссовой нормальной системе координат в Ω− является связь: ̃︀𝛾00 = �̇� (𝐴 �̇� −
2 ̃̇︀𝑅). Кроме того, для случая 𝜌(𝜏) = 𝜌0 верно следующее: ̃︀𝛾00|Σ0

= 1
𝜌20

. С учетом
всех вышеперечисленных соотношений, можно выразить функцию 𝐶0(𝑣) на Σ0

через найденные ранее величины:

𝐶0(𝜏) = 𝐶0(𝑣(0,𝜏)) = 12 ̃̇︀𝑅𝑦 + 6
𝑦2

𝜌20
− ̃︀𝑅3 + 12 ̃︀𝑅 .

Что касается сшивки тех же геометрий с помощью времениподобной тон­
кой оболочки, то в отличии от общей теории относительности, для сфериче­



124

ски-симметричной конформной гравитации никакая времениподобная тонкая
оболочка не может описывать модель «горения вакуума», так как существует
связь: 𝑆3

3 = 𝑆2
2 = −1

2𝑆
0
0 .

4.4.4 Фазовый переход

Исследуем пространственноподобный двойной слой (𝜀 = 1), который опи­
сывает фазовый переход от пространства-времени Шварцшильда к решению
типа Вайдья:

𝑑𝑠2− = 𝑓(𝑟)𝑑𝑡2 − 𝑓−1(𝑟)𝑑𝑟2 − 𝑟2𝑑Ω2, 𝑓 = 1− 𝑟𝑔
𝑟
,

𝑑𝑠2+ =
(︁
𝑟+(𝑣, ̃︀𝑅)

)︁2 (︁
𝐴(𝑣, ̃︀𝑅) 𝑑𝑣2 − 2𝑑𝑣 𝑑 ̃︀𝑅− 𝑑Ω2

)︁
,

𝐴(𝑣, ̃︀𝑅) =
1

6

(︁ ̃︀𝑅3 − 12 ̃︀𝑅 + 𝐶0(𝑣)
)︁
.

Запишем условия Лихнеровича для этой сшивки:

− ̃︀𝐾|Σ0
=

1

4

(︁ ̃︀𝑅2 − 4
)︁
�̇� +

𝑑

𝑑𝜏
{𝑙𝑛 (𝜌 �̇�)} = −𝜌

�̇�

𝑑

𝑑𝜏

(︂
1

𝜌

√︂
�̇�2 − 1 +

𝑟𝑔
𝜌

)︂
, (4.46)

Δ|Σ0
= −

𝜕 ̃︀𝑅𝑟+
𝜌2

(︀
𝐴𝜕 ̃︀𝑅𝑟+ + 2 𝜕𝑣𝑟

+
)︀
= −1 +

𝑟𝑔
𝜌
. (4.47)

Уравнения движения для рассматриваемого двойного слоя:

𝜌

�̇�

𝑑

𝑑𝜏

(︂
1

𝜌

√︂
�̇�2 − 1 +

𝑟𝑔
𝜌

)︂ (︂
2− 6 𝑟𝑔

𝜌
− ̃︀𝑅)︂ = −12𝜋

𝛼1
𝜌2 𝑆𝑛

𝑛 , (4.48)

𝑑

𝑑𝜏

{︁
𝜌
(︁ ̃︀𝑅− 2

)︁}︁
=

12𝜋𝜌3

𝛼1
𝑆𝑛0 . (4.49)

Если данная модель, аналогично разобранному выше примеру фазового
перехода в вакууме, представляет из себя фазовый переход к новой Вселенной
под горизонтом, то в силу изотропии двумерная скалярная кривизна должна
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быть постоянна по обе стороны Σ0:

̃︀𝑅−|Σ0
= 2− 6𝑟𝑔

𝜌0
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, ̃︀𝑅 = ̃︀𝑅0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

откуда следует, что радиус - константа на Σ0: 𝜌 = 𝜌0 < 𝑟𝑔, так как он является
непрерывным инвариантом для сферически-симметричной задачи.

Нормированные уравнения гиперповерхности в Ω± для случая постоянно­
го радиуса:

𝑛± =
𝜌0 − 𝑟√︀
|Δ±|

= 0 .

Подставляя соотношение 𝜌 = 𝜌0 в условия Лихнеровича (4.46,4.47) и урав­
нения движения (4.48,4.49), получим:

�̇� +
3
2 𝑟𝑔 − 𝜌0

𝜌
3
2
0

√
𝑟𝑔 − 𝜌0

𝑦 =
1

4

(︁ ̃︀𝑅2
0 − 4

)︁
, 𝑦 =

1

�̇�
,

3
2 𝑟𝑔 − 𝜌0

𝜌
3
2
0

√
𝑟𝑔 − 𝜌0

(︂
−2 +

6 𝑟𝑔
𝜌0

+ ̃︀𝑅0

)︂
=

12𝜋

𝛼1
𝜌20 𝑆

𝑛𝑛 , 𝑆𝑛0 = 0.

Для пространственноподобной гиперповерхности 𝑆𝑛𝑛 интерпретируется
как поверхностная плотность энергии. Из уравнений движения следует, что
она неотрицательна, если верно следующее:

̃︀𝑅0 ≥ 2− 6 𝑟𝑔
𝜌0

.

Для сшивки рассматриваемых метрик также возможен аналог «горения
вакуума», для которого 𝑆𝑛

𝑛 = 𝑆𝑛𝑛 = 0, но он соответствует пространственнопо­
добной тонкой оболочке, разобранной далее.

Как было отмечено выше, для решения типа Вайдья можно выразить
функцию 𝐶0(𝑣) на Σ0 через 𝑦 и ̃︀𝑅:

̃︀𝛾00 = �̇�
(︁
𝐴 �̇� − 2 ̃̇︀𝑅)︁ , ̃︀𝛾00(0, 𝜏) = − 1

𝜌2
⇒

𝐶0(𝑣(0,𝜏)) = 𝐶0(𝜏) = 12 ̃̇︀𝑅𝑦 − 6
𝑦2

𝜌20
− ̃︀𝑅3 + 12 ̃︀𝑅,
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откуда, учитывая полученные выше результаты, получаем:

𝐶0(𝜏) = − 6

𝜌20

{︂(︂
𝑦0 −

1

4𝜆

(︁ ̃︀𝑅2
0 − 4

)︁)︂
𝑒−𝜆 𝜏 +

1

4𝜆

(︁ ̃︀𝑅2
0 − 4

)︁}︂2

− ̃︀𝑅3
0 + 12 ̃︀𝑅0,

𝜆 =
3
2 𝑟𝑔 − 𝜌0

𝜌
3
2
0

√
𝑟𝑔 − 𝜌0

, ̃︀𝑅0 = ̃︀𝑅(0,0), 𝑦0 =
1

�̇�(0,0)
, (4.50)

т.е. 𝐶0(𝜏) стремится к константе при 𝜏 → ∞.
Рассмотрим сшивку решений, представленных выше, с помощью простран­

ственноподобной тонкой оболочки. В силу непрерывности двумерной скалярной
кривизны для этого типа сингулярных гиперповерхностей:

̃︀𝑅|Σ0
= ̃︀𝑅−|Σ0

= 2− 6 𝑟𝑔
𝜌

,

подставляя это соотношение в (4.46), получим:

− ̃︀𝐾|Σ0
=

(︂
3

2
𝑟𝑔 − 𝜌

)︂
6𝑟𝑔
𝜌2

�̇� +
𝑣

�̇�
+

�̇�

𝜌
= −𝜌

�̇�

𝑑

𝑑𝜏

⎛⎜⎝
√︁

−1 +
𝑟𝑔
𝜌 + �̇�2

𝜌

⎞⎟⎠ . (4.51)

Аналогичным образом используем непрерывность ̃︀𝑅 для того, чтобы
уменьшить количество неизвестных функций в уравнениях движения тонкой
оболочки:

[𝜕𝑛 ̃︀𝑅] =

√︂
−1 +

𝑟𝑔
𝜌
+ �̇�2 +

𝜅+

𝜌

√︃
�̇�2 𝜌2 − 𝜌4

36 𝑟2𝑔
𝐴 =

2𝜋 𝜌4

𝛼1 𝑟𝑔
𝑆0
0 , 𝑆3

3 = 𝑆2
2 = −1

2
𝑆0
0 ,

(4.52)
где 𝜅+ - знак 𝜕𝑛 ̃︀𝑅(0,𝜏) .

Из условия изотропности на гиперповерхности следует, что 𝜌 = 𝜌0 =

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, соответственно, для постоянного радиуса из (4.51,4.52) получаем следу­
ющую систему уравнений:

�̇� +
3
2 𝑟𝑔 − 𝜌0

𝜌20

√︁
𝑟𝑔
𝜌0
− 1

𝑦 =

(︂
3

2
𝑟𝑔 − 𝜌0

)︂
6𝑟𝑔
𝜌20

, 𝑦 =
1

�̇�
,

𝛼1 𝑟𝑔
2𝜋 𝜌40

(︂√︂
−1 +

𝑟𝑔
𝜌0

+ 𝜅+
|𝑦|
6𝑟𝑔

)︂
= 𝑆0

0 , 𝑆3
3 = 𝑆2

2 = −1

2
𝑆0
0 .
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Здесь используется соотношение: −𝐴 = 𝑦2

𝜌20
, которое является следствием фор­

мул перехода в Ω+ от координат {𝑣, ̃︀𝑅} к гауссовым нормальным для частного
случая 𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

С учетом всего вышеперечисленного, общее решение представленной вы­
ше системы уравнений:

𝑦 = 6𝑟𝑔

√︂
−1 +

𝑟𝑔
𝜌0

+

(︂
𝑦0 − 6𝑟𝑔

√︂
−1 +

𝑟𝑔
𝜌0

)︂
𝑒𝑥𝑝

{︃
−

3
2 𝑟𝑔 − 𝜌0

𝜌
3
2
0

√
𝑟𝑔 − 𝜌0

𝜏

}︃
,

𝜅+
𝛼1 𝑟𝑔
2𝜋 𝜌40

⃒⃒⃒⃒
⃒
√︂

−1 +
𝑟𝑔
𝜌0

+

(︂
𝑦0
6𝑟𝑔

−
√︂
−1 +

𝑟𝑔
𝜌0

)︂
𝑒𝑥𝑝

{︃
−

3
2 𝑟𝑔 − 𝜌0

𝜌
3
2
0

√
𝑟𝑔 − 𝜌0

𝜏

}︃⃒⃒⃒⃒
⃒+

+
𝛼1 𝑟𝑔
2𝜋 𝜌40

√︂
−1 +

𝑟𝑔
𝜌0

= 𝑆0
0 ,

𝑆3
3 = 𝑆2

2 = −1

2
𝑆0
0 ,

откуда, в частности, следует, что если 𝜅+ = −1, то 𝑆0
0 → 0 при 𝜏 → +∞.

Аналогично предыдущему случаю, для функции 𝐶0(𝜏) получаем:

𝐶0(𝜏) = −8

(︂
1− 3 𝑟𝑔

𝜌0

)︂3

+ 24

(︂
1− 3 𝑟𝑔

𝜌0

)︂
−

− 6

𝜌20

(︃
6𝑟𝑔

√︂
−1 +

𝑟𝑔
𝜌0

+

(︂
𝑦0 − 6𝑟𝑔

√︂
−1 +

𝑟𝑔
𝜌0

)︂
𝑒𝑥𝑝

{︃
−

3
2 𝑟𝑔 − 𝜌0

𝜌
3
2
0

√
𝑟𝑔 − 𝜌0

𝜏

}︃)︃2

. (4.53)

Так как при выводе этой формулы были использованы только условия
Лихнеровича и соотношения перехода к гауссовой нормальной системе коорди­
нат, очевидно, что она представляет из себя частный случай (4.50) с ̃︀𝑅0 = 2−6 𝑟𝑔

𝜌0
.
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4.4.5 Коллапс

Исследуем времениподобный двойной слой, разделяющий вакуум Минков­
ского и метрику типа Вайдья:

𝑑𝑠2− = 𝑑𝑡2 − 𝑑𝑟2 − 𝑟2𝑑Ω2,

𝑑𝑠2+ =
(︁
𝑟+(𝑢, ̃︀𝑅)

)︁2 (︁
𝐴(𝑢, ̃︀𝑅) 𝑑𝑢2 + 2𝑑𝑢 𝑑 ̃︀𝑅− 𝑑Ω2

)︁
,

𝐴(𝑢, ̃︀𝑅) =
1

6

(︁ ̃︀𝑅3 − 12 ̃︀𝑅 + 𝐶0(𝑢)
)︁
.

Выпишем условия Лихнеровича, воспользовавшись формулами перехода
от исходных координат {𝑢, ̃︀𝑅}, {𝑡,𝑟} в Ω± к нормальным гауссовым {𝑛,𝜏}:

− ̃︀𝐾|Σ0
=

𝜌

�̇�

𝑑

𝑑𝜏

(︃√︀
1 + �̇�2

𝜌

)︃
= − �̇�

𝜌
− �̈�

�̇�
+

1

4

(︁ ̃︀𝑅2 − 4
)︁
�̇� , (4.54)

Δ|Σ0
=

𝜕 ̃︀𝑅𝑟+
𝜌2

(︀
2 𝜕𝑢𝑟

+ − 𝐴𝜕 ̃︀𝑅𝑟+)︀ = −1, (4.55)

Уравнения движения для двойного слоя, разделяющего вакуум Минков­
ского и метрику типа Вайдья:

𝜌

�̇�

𝑑

𝑑𝜏

(︃√︀
1 + �̇�2

𝜌

)︃ (︁̃︀𝑅− 2
)︁
= −12𝜋

𝛼1
𝜌2 𝑆𝑛

𝑛 , (4.56)

𝑑

𝑑𝜏

{︁
𝜌
(︁ ̃︀𝑅− 2

)︁}︁
=

12𝜋𝜌3

𝛼1
𝑆𝑛0, 𝑆𝑛2 = 𝑆𝑛3 = 0. (4.57)

Рассмотрим частный случай - двойной слой, состоящий из пыли, для ко­
торого: 𝑆2

2 = 𝑆3
3 = 0, 𝑆0

0 = 𝑀
4𝜋𝜌2 . Из условия равенства нулю следа поверхност­

ного тензора энергии-импульса следует, что 𝑆𝑛
𝑛 = −𝑆0

0 = − 𝑀
4𝜋𝜌2 . Подставляя это

выражение в уравнения движения (4.56,4.57), получим:

𝜌

�̇�

𝑑

𝑑𝜏

(︃√︀
1 + �̇�2

𝜌

)︃ (︁̃︀𝑅− 2
)︁
=

3𝑀

𝛼1
,
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𝑑

𝑑𝜏

{︁
𝜌
(︁ ̃︀𝑅− 2

)︁}︁
=

12𝜋𝜌3

𝛼1
𝑆𝑛0, 𝑆𝑛2 = 𝑆𝑛3 = 0.

Выразив из первого уравнения функцию 𝜌
(︁ ̃︀𝑅− 2

)︁
, можно свести систему к

одному уравнению:

𝑑

𝑑𝜏

⎧⎨⎩�̇�

(︃
𝑑

𝑑𝜏

(︃√︀
1 + �̇�2

𝜌

)︃)︃−1
⎫⎬⎭ =

4𝜋𝜌3

𝑀
𝑆𝑛0 .

Если 𝑆𝑛0 ∝ 1
𝜌2 , существует решение: 𝜌(𝜏) = 𝜌0 + 𝜔 𝜏, 𝜔 =

±
{︁
4
(︀
𝑆𝑛𝑛

𝑆𝑛0

)︀2 − 1
}︁− 1

2

. В этом случае возникает определенное ограничение на со­

отношение между «внешним давлением» и «внешним потоком» :
⃒⃒⃒
𝑆𝑛0

𝑆𝑛𝑛

⃒⃒⃒
< 2.

Двумерная скалярная кривизна на гиперповерхности со стороны Ω+ для
этого решения:

̃︀𝑅(𝜏) = 2− 3𝑀

𝛼1

𝜌(𝜏)√
1 + 𝜔2

= 2− 3𝑀

𝛼1

𝜌0 + 𝜔 𝜏√
1 + 𝜔2

.

Если 𝜔 < 0, то радиус падает до нуля за конечное собственное время
𝜏1 = −𝜌0

𝜔 , а ̃︀𝑅 стремится к 2, что означает исчезновение двойного слоя.
Подставляя полученное выше выражение для 𝜌(𝜏) в уравнение (4.54), на­

ходим:

1

�̇�
= 𝜌2(𝜏)

3𝑀

2𝛼1

√
1 + 𝜔2

{︂
2

𝜔 +
√
1 + 𝜔2

− 3𝑀

2𝛼1

√
1 + 𝜔2

𝜌(𝜏)

2𝜔 +
√
1 + 𝜔2

}︂
,

При переходе к гауссовым нормальным координатам для исходящей мет­
рики типа Вайдья выполняется соотношение: ̃︀𝛾00 = �̇�

(︁
𝐴 �̇�+ 2 ̃̇︀𝑅)︁, с помощью

которого можно выразить 𝐶0(𝜏) через найденные выше функции:

𝐶0(𝑢(0,𝜏)) = 𝐶0(𝜏) =
6

�̇�2𝜌2
− 12

�̇�
̃̇︀𝑅 + 12 ̃︀𝑅− ̃︀𝑅3,



130

откуда, с учетом полученных результатов, получим:

𝐶0(𝜏) =
27𝑀 2 𝜌2

2𝛼2
1(1 + 𝜔2)

{︂
2

𝜔 +
√
1 + 𝜔2

− 3𝑀

2𝛼1

√
1 + 𝜔2

𝜌(𝜏)

2𝜔 +
√
1 + 𝜔2

}︂2

+

+
54𝑀 2 𝜌2 𝜔

𝛼2
1(1 + 𝜔2)

{︂
2

𝜔 +
√
1 + 𝜔2

− 3𝑀

2𝛼1

√
1 + 𝜔2

𝜌(𝜏)

2𝜔 +
√
1 + 𝜔2

}︂
+

+ 12

(︂
2− 3𝑀

𝛼1

𝜌√
1 + 𝜔2

)︂
−
(︂
2− 3𝑀

𝛼1

𝜌√
1 + 𝜔2

)︂3

. (4.58)

Из этой формулы, в частности, следует, что 𝐶0(𝜏) → 16 при 𝜌 → 0 .
Для представленных выше геометрий рассмотрим сшивку с помощью вре­

мениподобной тонкой оболочки. Так как метрика Минковского относится к ти­
пу вакуумов сферически-симметричной конформной гравитации с постоянной̃︀𝑅 = 2, то в силу непрерывности двумерной скалярной кривизны имеем:

̃︀𝑅(0,𝜏) = ̃︀𝑅−(0,𝜏) = 2 ,

подставляя это соотношение в (4.54), получим:

− ̃︀𝐾|Σ0
=

𝜌

�̇�

𝑑

𝑑𝜏

(︃√︀
1 + �̇�2

𝜌

)︃
=

1

2

�̇�0

𝐶0 − 16
. (4.59)

Выпишем уравнения движения для рассматриваемой сингулярной гипер­
поверхности:

𝜅+

√︂
1

6
(𝐶0 − 16) = −12𝜋𝜌3

𝛼1
𝑆0
0 , 𝑆3

3 = 𝑆2
2 = −1

2
𝑆0
0 . (4.60)

Выше была использована формула:

𝜕𝑛 ̃︀𝑅(0,𝜏) = 𝜅+

√︃̃̇︀𝑅2

+
𝐴

𝜌2
, 𝜅+ = ±1 ,

которая получается из соотношений перехода для исходящего решения типа
Вайдья от координат { ̃︀𝑅,𝑢} к нормальным гауссовым {𝑛,𝜏}.

Необходимо отметить, что из уравнений (4.25) следует, что в сферически­
симметричной конформной гравитации не существует тонкой оболочки, состо­
ящей из пыли.
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В отличии от сшивки двух вакуумов, здесь 𝑑
𝑑𝜏

(︀
𝜌3 𝑆0

0

)︀
̸= 0. Покажем, что

из уравнений движения, как и в случае вакуумной тонкой оболочки, следует
(4.33).

Для исходящего решения типа Вайдья единственная ненулевая компонен­
та тензора энергии-импульса: 𝑇𝑢𝑢 =

𝛼1

144𝜋𝑟2
𝑑
𝑑𝑢𝐶0(𝑢) . При переходе к координатам

{𝑛,𝜏} получим: 𝑇0𝑛 = �̇� 𝑢′ 𝑇𝑢𝑢, откуда в свою очередь следует:

𝑇 0𝑛(0,𝜏) = −�̇� 𝑢′ 𝑇𝑢𝑢 =
𝛼1

144𝜋

�̇�0

𝐴𝜌2

(︃
− ̃̇︀𝑅 + 𝜅1

√︃̃̇︀𝑅2

+
𝐴

𝜌2

)︃
=

𝜅1 𝛼1

144𝜋

√
6 �̇�0√

𝐶0 − 16 𝜌3
.

Таким образом, несложно убедиться, что выполняется равенство (4.33).
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Заключение

В настоящей диссертации были изучены сингулярные гиперповерхности
произвольного типа в квадратичной гравитации, были разобраны как общие
теоретические проблемы этой тематики, так и их применение для конкретных
физических моделей.

Показано, что не только для времениподобных и пространственноподоб­
ных сингулярных гиперповерхностей [32], но и для светоподобных сингулярных
гиперповерхностей как в общей теории относительности, так и в квадратичной
гравитации уравнения поля могут быть получены исключительно за счет прин­
ципа наименьшего действия.

Комбинации коэффициентов 𝛽1, 𝛽2, присутствующие в уравнениях движе­
ния сингулярной гиперповерхности самого общего типа в квадратичной грави­
тации, равны нулю для квадратичного слагаемого Гаусса-Бонне. Это означает,
что для данного частного случая не существует ни двойных слоев, ни тонких
оболочек, если выполняются условия Лихнеровича.

В наиболее общем виде сингулярная гиперповерхность в квадратичной
гравитации представляет из себя двойной слой, частным случаем являются
тонкие оболочки. Для времениподобного и пространственноподобного случаев
критерием того, что гиперповерхность представляет из себя тонкую оболочку
является отсутствие скачков в тензоре Риччи на гиперповерхности, для свето­
подобного - непрерывность скалярной кривизны. Из равенства нулю соответ­
ствующих скачков для любого типа гиперповерхностей автоматически следует,
что «внешнее давление» и «внешний поток» равны нулю.

Для того, чтобы пояснить физический смысл «внешнего давления» и
«внешнего потока», которые равны нулю в общей теории относительности, они
были получены напрямую из лагранжиана материи. В частности, рассматри­
вался лагранжиан идеальной жидкости с переменным числом частиц. Как ока­
залось, «внешнее давление» ненулевое даже для модели с постоянным числом
частиц. Этот случай наиболее явно раскрывает его физическую интерпретацию,
а именно, 𝑆𝑛𝑛 является поверхностным давлением частиц на Σ0 для временипо­
добной гиперповерхности и поверхностной плотностью энергии - пространствен­
ноподобной. «Внешний поток» появляется только при добавлении в лагранжиан
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материи слагаемого, ответственного за рождение частиц, которое в отсутствии
внешних полей пропорционально квадрату тензора Вейля.

Конформная инвариантность слагаемого в действии, ответственного за
закон рождения частиц, приводит к ограничениям на инварианты внешних по­
лей, ответственных за процессы рождения, от которых зависит функция Φ. В
отсутствии внешних полей, когда единственной причиной рождения является
гравитация, квадрат тензора Вейля представляет из себя наиболее базовый ва­
риант.

При введении в закон рождения внешнего скалярного поля выбрана сле­
дующая комбинация: 𝜙�𝜙− 1

6 𝜙
2𝑅+Λ0𝜙

4, где Λ0 — константа, так как она дает
нетривиальное уравнение движения и конформно-инвариантна при умножении
на
√︀

|𝑔|.
При добавлении внешнего скалярного поля в функцию Φ, поверхностная

часть закона рождения может в правой части иметь источник, ответственный за
процесс рождения, который происходит непосредственно на сингулярной гипер­
поверхности. При этом само скалярное поле не дает непосредственный вклад в
поверхностный тензор энергии-импульса.

При изучении «беременного вакуума» для сферически-симметричных гео­
метрий в рамках данной модели оказалось, что в отсутствии внешних полей в
общей теории относительности нет сферически-симметричных вакуумных ре­
шений типа черной дыры, соответствующих «беременному вакууму». То же
верно и для квадратичной гравитации, если рассматривать статическое про­
странство-время, где скалярная кривизна достаточно быстро стремится к кон­
станте на пространственной бесконечности. Для модели с внешним скалярным
полем показано, что по крайне мере в общей теории относительности «беремен­
ный вакуум» для сферически-симметричного случая также не соответствует
вакуумным решениям типа черной дыры.

Для сферически-симметричных сингулярных гиперповерхностей систему
уравнений движения, наряду с условиями Лихнеровича, можно записать с помо­
щью инвариантов сферической геометрии, а именно, радиуса, двумерной ска­
лярной кривизны ̃︀𝑅, а также инвариантов Δ и 𝜎 . В этом случае критерием
того, что сингулярная гиперповерхность представляет из себя тонкую оболоч­
ку, является непрерывность двумерной скалярной кривизны и инварианта 𝜎.
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В качестве приложений исследованы сферически-симметричные времени­
подобные и пространственноподобные сингулярные гиперповерхности, разделя­
ющие два сферически-симметричных решения конформной гравитации, полу­
ченные в работе [49]. В частности, использованы различные вакуумы и реше­
ния типа Вайдья. С помощью сшивок соответствующих решений рассмотрены
аналоги таких физических моделей, как «горение вакуума», фазовый переход,
коллапс сферически-симметричной тонкой оболочки для конформной гравита­
ции.

В отличие от времениподобных и пространственноподобных двойных сло­
ев светоподобный двойной слой в квадратичной гравитации не имеет так назы­
ваемого «внешнего давления». Кроме того, можно предположить, что светопо­
добный двойной слой излучает, поскольку для этого типа нулевых сингулярных
гиперповерхностей «внешний поток» не может быть равным нулю.

Показано, что для светоподобных сингулярных сферически-симметрич­
ных гиперповерхностей в квадратичной гравитации условия Лихнеровича вле­
кут за собой непрерывность скалярной кривизны [𝑅] = 0. Это означает, что та­
кая сингулярная гиперповерхность может быть только тонкой оболочкой. С дру­
гой стороны, показано, что если светоподобная сингулярная гиперповерхность
в квадратичной гравитации с лагранжианом (1.3) без слагаемого Гаусса-Бонне
является, как минимум, локально, слоем некоторого светоподобного слоения
Ω, то вместо условий Лихнеровича достаточно, чтобы на Σ0 выполнялись со­
отношения (3.18). Для сферически-симметричных геометрий эти соотношения
выполняются автоматически, поэтому условия Лихнеровича могут быть полно­
стью сняты для светоподобных сингулярных гиперповерхностей. В этой модели
существует сферически-симметричный светоподобный двойной слой, который
также не имеет «внешнего давления».

В качестве приложений исследованы сферически-симметричные светопо­
добные тонкие оболочки и двойные слои, разделяющие два сферически-симмет­
ричных решения конформной гравитации. А именно, рассматривались сшивки
сферически-симметричных вакуумов и решений типа Вайдья.

Для тонких оболочек непрерывность двумерной скалярной кривизны на­
кладывает определенные ограничения на существование сингулярной гиперпо­
верхности, разделяющей два заданных пространства-времени. В результате су­
ществует только четыре типа сшивок для рассматриваемых здесь метрик. Пер­
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вый тип — это сшивка вакуума с постоянной ̃︀𝑅 и вакуума с переменной ̃︀𝑅, где
Σ0 оказалось аналогом двойного горизонта в метрике с переменной ̃︀𝑅. Второй
тип — сшивка двух вакуумов с переменной ̃︀𝑅. Она существует, только если мет­
рики совпадают с точностью до конформного множителя. Третий тип — это
сшивка решения типа Вайдья и вакуума с переменной ̃︀𝑅, где полученная свето­
подобная тонкая оболочка фактически является сингулярной частью решения
типа Вайдья. Четвертый тип — сшивка двух метрик типа Вайдья, она также
существует, только если метрики совпадают с точностью до конформного мно­
жителя. Отсутствие излучения в последних двух случаях, предположительно,
связано с отсутствием «внешнего потока» для тонких оболочек.

Для сферически-симметричного светоподобного двойного слоя в конформ­
ной гравитации невозможна только сшивка двух вакуумов с постоянной ̃︀𝑅. Все
остальные комбинации сшивок вакуумных решений и решений типа Вайдья не
запрещены.

Результаты, полученные в диссертации, могут быть использованы для изу­
чения физических моделей, при описании которых применяются сингулярные
гиперповерхности. Предложенная в данной работе методика обощается на дру­
гие теории гравитации, многообразия, размерность которых не равна 4, а так­
же с геометриями, отличными от римановой. В частности, одной из возможных
тем для дальнейших исследований является исследование сингулярных гипер­
поверхностей в гравитации Вейля.

Благодарности
В первую очередь я хочу поблагодарить своего научного руководителя Бе­

резина Виктора Александровича за поставленную задачу, помощь и поддержку
при написании диссертации. Также я благодарна моей семье, близким друзьям,
школьным учителям и преподавателям МФТИ, особенно хотелось бы отметить
Ахмедова Эмиля Тофик оглы, с лекций которого начался мой интерес к грави­
тации.



136

Список литературы

1. Davis S., Luckock H. The Quantum theory of the quadratic gravity action for
heterotic strings // Gen. Rel. Grav. — 2002. — т. 34. — с. 1751—1765. — DOI:
10.1023/A:1020736626961. — arXiv: gr-qc/0201002.

2. Aspects of Quadratic Gravity / L. Alvarez-Gaume [и др.] // Fortsch. Phys. —
2016. — т. 64, № 2/3. — с. 176—189. — DOI: 10.1002/prop.201500100. — arXiv:
1505.07657 [hep-th].
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Приложение А

Вариация действия квадратичной гравитации

Вариацию действия в общем виде можно записать следующим образом:

𝛿𝑆 = 𝛿

[︂∫︁
Ω

√
−𝑔𝐿𝑞 𝑑

4𝑥

]︂
=

∫︁
Ω

√
−𝑔

(︂
𝛿𝐿𝑞 −

1

2
𝑔𝑎𝑏 𝐿𝑞 𝛿𝑔

𝑎𝑏

)︂
𝑑4𝑥 , (А.1)

где 𝐿𝑞 - лагранжиан квадратичной гравитации:

𝐿𝑞 = 𝛼1𝑅𝑎𝑏𝑐𝑑𝑅
𝑎𝑏𝑐𝑑 + 𝛼2𝑅𝑎𝑏𝑅

𝑎𝑏 + 𝛼3𝑅
2 + 𝛼4𝑅 + 𝛼5Λ .

Далее, рассмотрим вариацию отдельных слагаемых лагранжиана. Вариа­
ция тензора Римана записывается с помощью формулы Палатини [61]:

𝛿𝑅𝑎
𝑏𝑐𝑑 = O𝑐𝛿Γ

𝑎
𝑑𝑏 − O𝑑𝛿Γ

𝑎
𝑐𝑏 , (А.2)

откуда напрямую выводится формула для вариации тензора Риччи:

𝛿𝑅𝑎𝑏 = O𝑐𝛿Γ
𝑐
𝑎𝑏 − O𝑏𝛿Γ

𝑐
𝑎𝑐 . (А.3)

Для того, чтобы упростить приведенное выше выражение, необходимо вы­
разить вариацию символов Кристоффеля через метрику:

𝛿Γ𝑐
𝑎𝑏 =

1

2
𝑔𝑐𝑑 (O𝑏𝛿𝑔𝑎𝑑 + O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑 − O𝑑𝛿𝑔𝑎𝑏) . (А.4)

Подставляя (А.4) в (А.3), получим окончательный ответ для вариции тензора
Риччи:

𝛿𝑅𝑎𝑏 =
1

2
𝑔𝑐𝑑 [O𝑐O𝑏𝛿𝑔𝑎𝑑 + O𝑐O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑 − O𝑎O𝑏𝛿𝑔𝑐𝑑 − O𝑐O𝑑𝛿𝑔𝑎𝑏] , (А.5)

при помощи которого находим вариацию скалярной кривизны по метрике -
слагаемого в лагранжиане при коэффициенте 𝛼4:

𝛿𝑅 = 𝑅𝑎𝑏𝛿𝑔
𝑎𝑏 + 𝑔𝑎𝑏𝛿𝑅𝑎𝑏 = 𝑅𝑎𝑏𝛿𝑔

𝑎𝑏 + O𝑐

[︀(︀
𝑔𝑎𝑏𝑔𝑐𝑑 − 𝑔𝑏𝑑𝑔𝑎𝑐

)︀
O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑

]︀
. (А.6)
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Этот результат можно использовать для того, чтобы вычислить вариацию сла­
гаемого при 𝛼3:

𝛿(𝑅2) = (2𝑅𝑅𝑎𝑏 + 2(𝑔𝑎𝑏�− O𝑎O𝑏)𝑅) 𝛿𝑔𝑎𝑏+

+ O𝑐

[︀
2𝑅
(︀
𝑔𝑎𝑏𝑔𝑐𝑑 − 𝑔𝑏𝑑𝑔𝑎𝑐

)︀
O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑 + 2(𝑔𝑏𝑑O𝑐 − 𝑔𝑑𝑐O𝑏)𝑅𝛿𝑔𝑏𝑑

]︀
, (А.7)

где � = O𝑎O𝑎 - оператор Лапласа-Бельтрами.
Рассмотрим вариацию слагаемого при 𝛼2:

𝛿
(︀
𝑅𝑎𝑏𝑅

𝑎𝑏
)︀
= 2𝑅𝑎𝑏𝛿𝑅𝑎𝑏 + 2𝑅𝑑

𝑎𝑅𝑏𝑑𝛿𝑔
𝑎𝑏 , (А.8)

разберем более подробно первое слагаемое из этого соотношения:

𝑅𝑎𝑏𝛿𝑅𝑎𝑏 =
1

2

(︀
2𝑅𝑎𝑏𝑔𝑐𝑑 −𝑅𝑎𝑐𝑔𝑏𝑑 −𝑅𝑏𝑑𝑔𝑎𝑐

)︀
O𝑐O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑 =

=
1

2
O𝑐

{︀(︀
2𝑅𝑎𝑏𝑔𝑐𝑑 −𝑅𝑎𝑐𝑔𝑏𝑑 −𝑅𝑏𝑑𝑔𝑎𝑐

)︀
O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑

}︀
+

+
1

2
O𝑐

{︀(︀
−2O𝑑𝑅𝑏𝑐 + 𝑔𝑏𝑑O𝑎𝑅

𝑎𝑐 + O𝑐𝑅𝑏𝑑
)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑

}︀
+

+
1

2

(︀
�𝑅𝑎𝑏 + 𝑔𝑎𝑏O𝑐O𝑑𝑅

𝑐𝑑 − 2O𝑑O𝑎𝑅
𝑑
𝑏

)︀
𝛿𝑔𝑎𝑏 . (А.9)

Следствие дифференциального тождества Бьянки:

O𝑎𝑅
𝑎
𝑏 =

1

2
O𝑏𝑅 ,

позволяет упростить одно из слагаемых в (А.9):

1

2
𝑔𝑎𝑏O𝑐O𝑑𝑅

𝑐𝑑 =
1

4
𝑔𝑎𝑏�𝑅 .

Последнее слагаемое в уравнении (А.9) можно преобразовать, используя прави­
ла коммутации ковариантных производных:

O𝑑O𝑎𝑅
𝑑
𝑏 = O𝑎O𝑑𝑅

𝑑
𝑏 +𝑅𝑑𝑎𝑏𝑐𝑅

𝑐𝑑 +𝑅𝑐
𝑎𝑅𝑏𝑐 =

1

2
O𝑎O𝑏𝑅 +𝑅𝑑𝑎𝑏𝑐𝑅

𝑐𝑑 +𝑅𝑐
𝑎𝑅𝑏𝑐 .
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С учетом всего вышеперечисленного, находим вариацию слагаемого при
𝛼2:

𝛿
(︀
𝑅𝑎𝑏𝑅

𝑎𝑏
)︀
= O𝑐

{︀(︀
2𝑅𝑎𝑏𝑔𝑐𝑑 −𝑅𝑎𝑐𝑔𝑏𝑑 −𝑅𝑏𝑑𝑔𝑎𝑐

)︀
O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑

}︀
+

+ O𝑐

{︂(︂
−2O𝑏𝑅𝑐𝑑 +

1

2
𝑔𝑏𝑑O𝑐𝑅 + O𝑐𝑅𝑏𝑑

)︂
𝛿𝑔𝑏𝑑

}︂
+

+

(︂
�𝑅𝑎𝑏 +

1

2
𝑔𝑎𝑏�𝑅− O𝑎O𝑏𝑅− 2𝑅𝑑

𝑏𝑎𝑐𝑅
𝑐
𝑑

)︂
𝛿𝑔𝑎𝑏 . (А.10)

Перейдем к вычислению вариации слагаемого при 𝛼1:

𝛿
(︀
𝑅𝑙

𝑚𝑛𝑝𝑅
𝑚𝑛𝑝
𝑙

)︀
= 2𝑅 𝑚𝑛𝑝

𝑙 𝛿𝑅𝑙
𝑚𝑛𝑝 + 2𝑅𝑎𝑚𝑛𝑝𝑅

𝑚𝑛𝑝
𝑏 𝛿𝑔𝑎𝑏 . (А.11)

Используем формулы (А.2,А.4) для вычисления первого слагаемого:

𝑅 𝑏𝑐𝑎
𝑙 𝛿𝑅𝑙

𝑏𝑐𝑎 = 𝑅 𝑏𝑐𝑎
𝑙

[︀
O𝑐𝛿Γ

𝑙
𝑏𝑎 − O𝑎𝛿Γ

𝑙
𝑏𝑐

]︀
=

= 2𝑅 𝑏𝑐𝑎
𝑙 O𝑐𝛿Γ

𝑙
𝑏𝑎 = 𝑅𝑑𝑏𝑐𝑎O𝑐 (O𝑎𝛿𝑔𝑑𝑏 + O𝑏𝛿𝑔𝑑𝑎 − O𝑑𝛿𝑔𝑏𝑎) =

= 2𝑅𝑏𝑎𝑐𝑑O𝑐O𝑎𝛿𝑔𝑑𝑏 = O𝑐

[︀
2𝑅𝑏𝑎𝑐𝑑O𝑎𝛿𝑔𝑑𝑏 − 2O𝑎𝑅

𝑏𝑐𝑎𝑑𝛿𝑔𝑑𝑏
]︀
− 2O𝑑O𝑐𝑅𝑎𝑑𝑐𝑏𝛿𝑔

𝑎𝑏 . (А.12)

Аналогично предыдущему случаю, воспользовавшись дифференциаль­
ным тождеством Бьянки, приходим к окончательному ответу:

𝛿
(︀
𝑅𝑙

𝑚𝑛𝑝𝑅
𝑚𝑛𝑝
𝑙

)︀
= O𝑐

[︀
4𝑅𝑏𝑎𝑐𝑑O𝑎𝛿𝑔𝑏𝑑 +

(︀
−4O𝑏𝑅𝑐𝑑 + 4O𝑐𝑅𝑏𝑑

)︀
𝛿𝑔𝑏𝑑

]︀
+

+
(︀
2𝑅𝑎𝑚𝑛𝑝𝑅

𝑚𝑛𝑝
𝑏 + 4�𝑅𝑎𝑏 − 2O𝑎O𝑏𝑅− 4𝑅𝑑

𝑏𝑎𝑐𝑅
𝑐
𝑑 − 4𝑅𝑐

𝑎𝑅𝑏𝑐

)︀
𝛿𝑔𝑎𝑏 . (А.13)

Складывая вариации всех слагаемых лагранжиана с соответствующими
коэффициентами с учетом (А.1), находим полную вариацию действия квадра­
тичной гравитации по метрике:

𝛿𝑆𝑞 =
1

16𝜋

∫︁
Ω

√
−𝑔
(︀
𝐻𝑎𝑏 𝛿𝑔

𝑎𝑏 + O𝑐𝑉
𝑐
)︀
𝑑4𝑥 , (А.14)

c 𝐻𝑎𝑏 и 𝑉 𝑐 заданными формулами (1.30) и (1.31), соответственно.
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Приложение Б

Гауссовы нормальные координаты

В данном разделе рассмотрим переход от различных исходных координат
к нормальным гауссовым координатам для сферически симметричных метрик,
которые являются решениями конформной гравитации, в частности, рассматри­
ваются вакуумные решения и решения типа Вайдья, представленные в работе
[49].

Двумерная «метрика» для сферически-симметричного случая в нормаль­
ных гауссовых координатах:

𝑑̃︀𝑠22 = 𝜀

𝑟2
𝑑𝑛2 + ̃︀𝛾00 𝑑𝜏 2.

При замене координат, не затрагивающей углы, компоненты двумерной
«метрики» меняются согласно стандартному соотношению для тензоров типа
(0,2) при замене базиса, поэтому:

̃︀𝛾00 = �̇�𝛼�̇�𝛽 ̃︀𝛾𝛼𝛽 = |Σ0
= − 𝜀

𝜌2
,

𝜀

𝑟2
= 𝑥𝛼′ 𝑥𝛽

′ ̃︀𝛾𝛼𝛽, �̇�𝛼 𝑥𝛽
′ ̃︀𝛾𝛼𝛽 = 0, (Б.1)

где {𝑥𝛼,𝜃,𝜑} - некоторые исходные координаты рассматриваемого пространства­
времени, здесь и далее в данном разделе штрихом и точкой обозначены частные
производные по 𝑛 и 𝜏 соответственно, 𝜌(𝜏) = 𝑟(0,𝜏). Функции, описывающие
данную замену координат 𝑥𝛼(𝑛,𝜏), должны быть как минимум дважды диффе­
ренцируемыми.

Решение системы уравнений (Б.1) заранее неизвестно, так как в прило­
жениях неизвестными являются уравнения гиперповерхности в Ω± областях:
𝑛±(𝑥𝛼) = 0, которые альтернативно можно задать с помощью этих же функ­
ций замены координат, если выбрать в качестве внутренних координат {𝜏, 𝜃, 𝜑}:
𝑥𝛼 = 𝑥𝛼(𝜏) = 𝑥𝛼(0,𝜏), 𝜃 = 𝜃, 𝜑 = 𝜑. Они определяются условиями Лихеровича и
уравнениями движения. Тем не менее, далее будет показано, что соотношения
(Б.1), а также существование вторых производных 𝑥𝛼(𝑛,𝜏) позволяют умень­
шить количество неизвестных функций, выразив геометрические инварианты,
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присутствующие в условиях Лихнеровича и уравнениях движения только через
функции 𝑥𝛼(𝜏) и 𝜌(𝜏) при 𝑛 = 0.

Б.1 вакуум с постоянной ̃︀𝑅 = 2

Рассмотрим вакуум с постоянной ̃︀𝑅 = 2, двумерная «метрика» в коорди­
натах {𝑡,𝑥}:

𝑑̃︀𝑠22 = 1

𝑥2
(𝑑𝑡2 − 𝑑𝑥2) .

Соотношения (Б.1) для данного случая имеют вид:

1

𝑥2
(︀
𝑡′2 − 𝑥′2

)︀
=

𝜀

𝑟2
, 𝑡′ 𝑡 = 𝑥′ �̇�, ̃︀𝛾00 = 1

𝑥2
(︀
𝑡2 − �̇�2

)︀
, (Б.2)

с помощью этих уравнений можно выразить 𝑡, 𝑡′,̃︀𝛾00 через 𝑥(𝑛,𝜏) для того, чтобы
уменьшить количество неизвестных функций:

𝑡′ = 𝜅1

√︂
𝜀𝑥2

𝑟2
+ 𝑥′2 , 𝑡 =

𝜅1 𝑥
′ �̇�√︁

𝜀𝑥2

𝑟2 + 𝑥′2
, ̃︀𝛾00 = −𝜀 �̇�2

𝜀𝑥2 + 𝑟2𝑥′2
, 𝜅1 = ±1. (Б.3)

Так как 𝑡(𝑛,𝜏) как минимум дважды дифференцируемая функция, то
𝜕2
𝑛𝜏 𝑡 = 𝜕2

𝜏𝑛𝑡, если применить этот факт к (Б.3), то получаем следующую связь:

𝜕𝑛

(︂
ln

{︂
𝜀𝑥2 + 𝑟2𝑥′2

𝑥4

}︂)︂
= −2𝑥′ �̇�

𝑟 �̇�
,

с помощью которой можно избавиться от второй производной по 𝑛 в выражении
для ̃︀𝐾:

− ̃︀𝐾 =
𝜕𝑛̃︀𝛾00
2 ̃︀𝛾00 =

𝑥2

𝑟 �̇�
𝜕𝜏

(︂
𝑟 𝑥′

𝑥2

)︂
.

В то же время значение 𝑥′(𝑛,𝜏) при 𝑛 = 0 определяется из (Б.2) с учетом
условия ̃︀𝛾00(0,𝜏) = − 𝜀

𝜌2 :

𝑥′(0,𝜏) =
𝜅

𝜌

√︀
�̇�2 𝜌2 − 𝜀 𝑥2, 𝜅 = ±1,
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откуда находим:

− ̃︀𝐾(0,𝜏) =
𝜅𝑥2

𝜌 �̇�
𝜕𝜏

(︃√︀
�̇�2 𝜌2 − 𝜀 𝑥2

𝑥2

)︃
.

Инвариант Δ в координатах {𝑡,𝑥}: Δ = 𝑥2

𝑟2

(︁
(𝜕𝑡𝑟)

2 − (𝜕𝑥𝑟)
2
)︁
, также выра­

жается через 𝑥(𝜏) при 𝑛 = 0, если использовать тот факт, что функция 𝑡(𝜏)

задана уравнением:

𝑡2 = �̇�2 − 𝜀𝑥2

𝜌2
.

Б.2 вакуум с переменной ̃︀𝑅
Двумерная «метрика» для вакуума с переменной ̃︀𝑅 в координатах {𝜂, ̃︀𝑅}:

𝑑̃︀𝑠22 = 𝐴𝑑𝜂2 − 𝐴−1𝑑 ̃︀𝑅2, 𝐴( ̃︀𝑅) =
1

6

(︁ ̃︀𝑅3 − 12 ̃︀𝑅 + 𝐶0

)︁
.

Соотношения (Б.1) для данного случая:

𝐴𝜂′2 − 𝐴−1 ̃︀𝑅′2 =
𝜀

𝑟2
, 𝐴 𝜂′�̇� = 𝐴−1 ̃︀𝑅′ ̃̇︀𝑅, 𝐴 �̇�2 − 𝐴−1 ̃̇︀𝑅2

= ̃︀𝛾00, (Б.4)

с их помощью выразим 𝜂′, �̇�, ̃︀𝛾00 через фукнцию ̃︀𝑅(𝑛,𝜏):

𝜂′ =
𝜅1

𝐴

√︂
𝜀𝐴

𝑟2
+ ̃︀𝑅′2, �̇� =

𝜅1

𝐴

̃︀𝑅′ ̃̇︀𝑅√︁
𝜀𝐴
𝑟2 + ̃︀𝑅′2

, ̃︀𝛾00 = − 𝜀 ̃̇︀𝑅2

𝐴𝜀+ 𝑟2 ̃︀𝑅′2
, 𝜅1 = ±1 .

Так как функциия 𝜂(𝑛,𝜏) дважды дифференцируема, то 𝜕𝜏𝜂
′ − 𝜕𝑛�̇� = 0,

откуда с учетом полученных выше формул, находим:

𝜕𝑛

{︁
𝑙𝑛
(︁
𝐴𝜀+ 𝑟2 ̃︀𝑅′2

)︁}︁
= −2�̇� ̃︀𝑅′

𝑟 ̃̇︀𝑅 .
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Это соотношение в свою очередь позволяет избавиться от вторых производных
по 𝑛 в инварианте ̃︀𝐾:

− ̃︀𝐾 =
𝜕𝑛̃︀𝛾00
2 ̃︀𝛾00 =

1

𝑟 ̃̇︀𝑅 𝜕𝜏

(︁
𝑟 ̃︀𝑅′
)︁
.

С другой стороны значение ̃︀𝑅′ при 𝑛 = 0 находится из (Б.4), если воспользо­
ваться условием: ̃︀𝛾00(0,𝜏) = − 𝜀

𝜌2 :

̃︀𝑅′(0,𝜏) =
𝜅

𝜌

√︁̃̇︀𝑅2

𝜌2 − 𝜀𝐴 , 𝜅 = ±1,

поэтому при 𝑛 = 0 имеем:

̃︀𝐾(0,𝜏) = − 𝜅

𝜌 ̃̇︀𝑅 𝜕𝜏

(︃√︁ ̃̇︀𝑅2

𝜌2 − 𝜀𝐴

)︃
.

Инвариант Δ в координатах {𝜂, ̃︀𝑅}: Δ = 1
𝐴𝑟2 (𝜕𝜂𝑟)

2 − 𝐴
𝑟2

(︀
𝜕 ̃︀𝑅𝑟)︀2 .

Б.3 Космология

Для космологического решения, которое формально также входит в класс
решений с ̃︀𝑅 = 2, но требует отдельного рассмотрения, удобнее оказывается
работать с полной метрикой, которая в координатах {𝑡,𝑥,𝜃,𝜑} имеет вид:

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡2 − 𝑎(𝑡)2

1− 𝑘𝑥2
𝑑𝑥2 − 𝑎(𝑡)2𝑥2𝑑Ω2,

аналог соотношений (Б.1) для этой метрики:

𝑡′2 − 𝑎(𝑡)2

1− 𝑘𝑥2
𝑥′2 = 𝜀, 𝑡𝑡′ =

𝑎(𝑡)2

1− 𝑘𝑥2
�̇�𝑥′, 𝛾00 = 𝑡2 − 𝑎(𝑡)2

1− 𝑘𝑥2
�̇�2. (Б.5)
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С их помощью выразим 𝑥′
√
1−𝑘 𝑥2

, �̇�√
1−𝑘 𝑥2

и 𝛾00 через функцию 𝑡(𝑛,𝜏):

𝑥′√
1− 𝑘𝑥2

=
𝜅1

𝑎(𝑡)

√︀
𝑡′2 − 𝜀,

�̇�√
1− 𝑘𝑥2

=
𝜅1

𝑎(𝑡)

𝑡 𝑡′√
𝑡′2 − 𝜀

,

𝛾00 = −𝜀
𝑡2

𝑡′2 − 𝜀
, 𝜅1 = ±1. (Б.6)

В силу того, что функция 𝑥(𝑛,𝜏) дважды дифференцируема, выполняется
соотношение:

𝜕𝜏

(︂
𝑥′√

1− 𝑘 𝑥2

)︂
− 𝜕𝑛

(︂
�̇�√

1− 𝑘 𝑥2

)︂
= 0,

из него с учетом (Б.6) следует уравнение:

𝑡 𝜕𝑛
{︀
𝑎(𝑡)2

(︀
𝑡′2 − 𝜀

)︀}︀
= 0.

При 𝑡 ̸= 0 с учетом того, что 𝛾00(0,𝜏) = −𝜀, получим:

𝑡′ =
𝜅

𝑎

√︁
𝜀 𝑎2 + 𝑎20 𝑡

2
0, 𝑡0(𝜏) = 𝑡(0,𝜏), 𝑎0(𝜏) = 𝑎(𝑡0(𝜏)), 𝜅 = ±1.

С помощью полученной формулы избавимся от производных по 𝑛 в выра­
жении для инварианта 𝜕𝑛𝛾00

2𝛾00
= 𝜕𝑛𝑟

𝑟 − ̃︀𝐾:

𝜕𝑛𝛾00
2𝛾00

=
𝜅

𝑎 𝑡
𝜕𝜏

(︂√︁
𝜀 𝑎2 + 𝑎20 𝑡

2
0

)︂
,

соответственно при 𝑛 = 0 имеем:

𝜕𝑛𝛾00
2𝛾00

(0,𝜏) =
𝜅

𝑎0 𝑡0
𝜕𝜏

(︂
𝑎0

√︁
𝜀+ 𝑡20

)︂
.

Инвариант Δ в координатах {𝑡,𝑥}: Δ = 𝑥2
(︀
𝑑𝑎
𝑑𝑡

)︀2
+ 𝑘 𝑥2 − 1, выражается

через функцию 𝑡0(𝜏) с помощью соотношения, которое выполняется при 𝑛 = 0:

�̇�2

1− 𝑘𝑥2
=

𝜀+ 𝑡20
𝑎20

.

Разберем также случай, когда 𝑡 = 0, гиперповерхность задана уравнением
типа 𝑡 = 𝑡0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и является пространственноподобной. Из соотношений (Б.5)
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получим:

𝑡 = 0, 𝑡′ = 𝜅, 𝑥′ = 0, 𝛾00 = − 𝑎2

1− 𝑘𝑥2
�̇�2,

отсюда следует, что:
𝜕𝑛𝛾00
2𝛾00

=
𝜅

𝑎

𝑑𝑎

𝑑𝑡
,

нетрудно убедиться, что эта формула совпадает с полученной ранее, если в ней
устремить 𝑡 к нулю.

Б.4 Метрика типа Вайдья

Для исходящего решения типа Вайдья двумерная «метрика» в координа­
тах {𝑢, ̃︀𝑅}:

𝑑̃︀𝑠22 = 𝐴(𝑢, ̃︀𝑅) 𝑑𝑢2 + 2𝑑𝑢 𝑑 ̃︀𝑅, 𝐴(𝑢, ̃︀𝑅) =
1

6

(︁ ̃︀𝑅3 − 12 ̃︀𝑅 + 𝐶0(𝑢)
)︁
,

соответственно, соотношения (Б.1) для данного случая:

𝑢′(𝐴𝑢′ + 2 ̃︀𝑅′) =
𝜀

𝑟2
, 𝑢′(𝐴�̇�+ ̃̇︀𝑅) = −�̇� ̃︀𝑅′, ̃︀𝛾00 = �̇�(𝐴�̇�+ 2 ̃̇︀𝑅), (Б.7)

воспользовавшись которыми можно получить следующие выражения для ̃︀𝛾00:
̃︀𝛾00 = − 𝜀

𝑟2
�̇�2

𝑢′2
= − 𝜀

𝑟2
(𝐴�̇�+ ̃̇︀𝑅)2̃︀𝑅′2

,

отсюда при условии ̃︀𝛾00(0,𝜏) = − 𝜀
𝜌2 , находим:

𝑢′(0,𝜏) = 𝜅 �̇�, ̃︀𝑅′(0,𝜏) = −𝜅 (𝐴�̇�+ ̃̇︀𝑅), 𝜅 = ±1. (Б.8)

Если разрешить уравнение: �̇�(𝐴�̇� + 2 ̃̇︀𝑅) = − 𝜀
𝜌2 , полученное из (Б.7) при

𝑛 = 0, относительно функции �̇�, получим:

�̇�(0,𝜏) =
1

𝐴𝜌

(︃
𝜅1

√︁̃̇︀𝑅2

𝜌2 − 𝜀𝐴− ̃̇︀𝑅𝜌

)︃
, 𝜅1 = ±1,
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откуда с учетом (Б.8) также находим: ̃︀𝑅′(0,𝜏) = −𝜅𝜅1

√︂̃̇︀𝑅2

− 𝜀𝐴
𝜌2 . Эти соотно­

шения вместе с (Б.7) позволяют избавится от производных по 𝑛 в выражении
для инварианта ̃︀𝐾 при 𝑛 = 0:

− 𝜅 ̃︀𝐾(0,𝜏) =
𝜅

2 ̃︀𝛾00 𝜕𝑛̃︀𝛾00(0,𝜏) = �̇�

𝜌
+

�̈�

�̇�
− 1

2
𝜕 ̃︀𝑅𝐴 �̇� =

=
𝑑

𝑑𝜏

(︃
𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜅1

√︁̃̇︀𝑅2

𝜌2 − 𝜀𝐴− ̃̇︀𝑅𝜌

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃

− �̇�

𝐴
−

𝜕 ̃︀𝑅𝐴
2𝐴𝜌

(︃
𝜅1

√︁̃̇︀𝑅2

𝜌2 − 𝜀𝐴− ̃̇︀𝑅𝜌

)︃
.

(Б.9)

Инвариант Δ в координатах {𝑢, ̃︀𝑅}: Δ =
𝜕 ̃︀𝑅𝑟
𝑟2

(︀
2 𝜕𝑢𝑟 − 𝐴𝜕 ̃︀𝑅𝑟)︀ .

Дополнительно найдем компоненты тензора энергии-импульса в гауссо­
вой нормальной системе координат для рассматриваемого решения конформ­
ной гравитации. Ненулевые ковариантные компоненты соответственно:

𝑇0𝑛 = �̇� 𝑢′ 𝑇𝑢𝑢, 𝑇𝑛𝑛 = 𝑢′2 𝑇𝑢𝑢, 𝑇00 = �̇�2,

здесь мы использовали тот факт, что в координатах {𝑢, ̃︀𝑅} единственная
ненулевая компонента это 𝑇𝑢𝑢 = 𝛼1

144𝜋𝑟2𝜕𝑢𝐶0. С учетом того, что 𝛾𝑛𝑛(𝑛,𝜏) =

𝜀, 𝛾00(0,𝜏) = −𝜀, а также полученными выше соотношениями для �̇� и 𝑢′, на­
ходим:

− 𝜅𝑇 0𝑛(0,𝜏) = 𝑇 00(0,𝜏) = 𝑇 𝑛𝑛(0,𝜏) =
𝛼1 �̇�

144𝜋𝜌2
�̇�0 =

=
𝛼1

144𝜋

�̇�0

𝐴𝜌2

(︃
− ̃̇︀𝑅 + 𝜅1

√︃̃̇︀𝑅2

− 𝜀𝐴

𝜌2

)︃
. (Б.10)

Для входящего решения типа Вайдья двумерная «метрика» в координатах
{𝑣, ̃︀𝑅}:

𝑑̃︀𝑠22 = 𝐴(𝑣, ̃︀𝑅) 𝑑𝑣2 − 2𝑑𝑣 𝑑 ̃︀𝑅, 𝐴(𝑣, ̃︀𝑅) =
1

6

(︁ ̃︀𝑅3 − 12 ̃︀𝑅 + 𝐶0(𝑣)
)︁
,

соответственно, соотношения (Б.1) для данного случая:

𝑣′ (𝐴𝑣′ − 2 ̃︀𝑅′) =
𝜀

𝑟2
, 𝑣′ (𝐴�̇� − ̃̇︀𝑅) = �̇� ̃︀𝑅′, ̃︀𝛾00 = �̇� (𝐴 �̇� − 2 �̇�), (Б.11)
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воспользовавшись которыми можно получить следующие выражения для ̃︀𝛾00:
̃︀𝛾00 = − 𝜀

𝑟2
�̇�2

𝑣′2
= − 𝜀

𝑟2
(𝐴 �̇� − ̃̇︀𝑅)2̃︀𝑅′2

,

отсюда при условии ̃︀𝛾00(0,𝜏) = − 𝜀
𝜌2 , находим:

𝑣′(0,𝜏) = 𝜅 �̇�, ̃︀𝑅′(0,𝜏) = 𝜅 (𝐴 �̇� − ̃̇︀𝑅), 𝜅 = ±1. (Б.12)

Если разрешить уравнение: �̇�(𝐴�̇� − 2 ̃̇︀𝑅) = − 𝜀
𝜌2 , полученное из (Б.11) при

𝑛 = 0, относительно функции �̇�, получим:

�̇� =
1

𝐴𝜌

(︃ ̃̇︀𝑅𝜌+ 𝜅1

√︁̃̇︀𝑅2

𝜌2 − 𝜀𝐴

)︃
, 𝜅1 = ±1,

откуда, с учетом (Б.12), также находим: ̃︀𝑅′(0,𝜏) = 𝜅𝜅1

𝜌

√︁̃̇︀𝑅2

𝜌2 − 𝜀𝐴. Эти соотно­
шения вместе с (Б.11) позволяют избавится от производных по 𝑛 в выражении
для инварианта ̃︀𝐾 при 𝑛 = 0:

− 𝜅 ̃︀𝐾(0,𝜏) =
1

2
𝜕 ̃︀𝑅𝐴 �̇� +

𝑑

𝑑𝜏
{𝑙𝑛 (𝜌 �̇�)} =

𝜕 ̃︀𝑅𝐴
2𝜌𝐴

(︃ ̃̇︀𝑅𝜌+ 𝜅1

√︁̃̇︀𝑅2

𝜌2 − 𝜀𝐴

)︃
+

+
𝑑

𝑑𝜏

{︃
𝑙𝑛

(︃
1

𝐴

(︃ ̃̇︀𝑅𝜌+ 𝜅1

√︁̃̇︀𝑅2

𝜌2 − 𝜀𝐴

)︃)︃}︃
. (Б.13)

Инвариант Δ в координатах {𝑣, ̃︀𝑅}: Δ = −𝜕 ̃︀𝑅𝑟
𝑟2

(︀
2 𝜕𝑣𝑟 + 𝐴𝜕 ̃︀𝑅𝑟)︀ .

Дополнительно найдем компоненты тензора энергии-импульса в гауссо­
вой нормальной системе координат для рассматриваемого решения конформ­
ной гравитации. Ненулевые ковариантные компоненты соотвественно:

𝑇0𝑛 = �̇� 𝑣′ 𝑇𝑣𝑣, 𝑇𝑛𝑛 = 𝑣′2 𝑇𝑣𝑣, 𝑇00 = �̇�2 𝑇𝑣𝑣,

здесь мы использовали тот факт, что в координатах {𝑣, ̃︀𝑅} единственная нену­
левая компонента это 𝑇𝑣𝑣 = − 𝛼1

144𝜋𝑟2𝜕𝑣𝐶0 . С учетом того, что 𝛾𝑛𝑛(𝑛,𝜏) =

𝜀, 𝛾00(0,𝜏) = −𝜀, а также полученными выше соотношениями для �̇� и 𝑣′, нахо­
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дим:

− 𝜅𝑇 0𝑛(0,𝜏) = 𝑇 00(0,𝜏) = 𝑇 𝑛𝑛(0,𝜏) = − 𝛼1 �̇�

144𝜋𝜌2
�̇�0 =

= − 𝛼1

144𝜋

�̇�0

𝐴𝜌2

(︃ ̃̇︀𝑅 + 𝜅1

√︃̃̇︀𝑅2

− 𝜀𝐴

𝜌2

)︃
. (Б.14)

Б.5 Стационарная метрика

Рассмотрим следующий класс сферически симметричных стационарных
метрик в координатах {𝑡,𝑟}:

𝑑𝑠2 = 𝑓(𝑟)𝑑𝑡2 − 𝑓−1(𝑟)𝑑𝑟2 − 𝑟2𝑑Ω2,

в него может входить как вакуум с переменной ̃︀𝑅 (метрика Шварцшильда), так
и вакуум с ̃︀𝑅 = 2 (метрика де Ситтера). Аналог соотношений (Б.1) для данного
случая:

𝑓(𝑟) 𝑡2 − 𝑓(𝑟)−1�̇�2 = 𝛾00, 𝑓(𝑟) 𝑡 𝑡′ = 𝑓(𝑟)−1�̇� 𝑟′, 𝑓(𝑟) 𝑡′2 − 𝑓(𝑟)−1𝑟′2 = 𝜀, (Б.15)

с их помощью выразим 𝑡′, 𝑡, 𝛾00 через функцию 𝑟(𝑛,𝜏):

𝑡′ =
𝜅1

𝑓(𝑟)

√︀
𝜀 𝑓(𝑟) + 𝑟′2, 𝑡 =

𝜅1

𝑓(𝑟)

�̇� 𝑟′√︀
𝜀 𝑓(𝑟) + 𝑟′2

, 𝛾00 = −𝜀
�̇�2

𝜀 𝑓(𝑟) + 𝑟′2
.

Так как функция 𝑡(𝑛,𝜏) дважды дифференцируема, то 𝜕𝜏𝜕𝑛𝑡− 𝜕𝑛𝜕𝜏 𝑡 = 0,
откуда, используя полученные выше соотношения, находим:

𝜕𝑛
{︀
𝑟′2 + 𝜀𝑓(𝑟)

}︀
�̇� = 0.

Если �̇� ̸= 0, то из этого уравнения следует:

𝑟′ = 𝜅
√︀

−𝜀 𝑓(𝑟) + �̇�2, 𝜅 = ±1,
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с помощью полученного соотношения можно избавится от производных по 𝑛 в
инвариантах ̃︀𝐾 и 𝜕𝑛𝛾00

2𝛾00
:

̃︀𝐾 = −𝜕𝑛̃︀𝛾00̃︀𝛾00 = −𝜅 𝑟

�̇�
𝜕𝜏

(︃√︀
−𝜀 𝑓(𝑟) + �̇�2

𝑟

)︃
,

𝜕𝑛𝛾00
2 𝛾00

=
𝑟′

𝑟
− ̃︀𝐾 =

𝜅

�̇�
𝜕𝜏
√︀

−𝜀 𝑓(𝑟) + �̇�2 .

При �̇� = 0, гиперповерхность задана уравнением 𝑟 = 𝑟0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, и из
соотношений (Б.15) следует:

𝑡′ = 0, 𝑟′ = 𝜅
√︀

−𝜀 𝑓(𝑟), 𝛾00 = 𝑓(𝑟)𝑡2,

откуда для представленных выше инвариантов получим:

𝜕𝑛𝛾00
2 𝛾00

=
𝜅

2𝑓(𝑟)

𝑑𝑓

𝑑𝑟

√︀
−𝜀𝑓(𝑟), ̃︀𝐾 = 𝜅

√︀
−𝜀𝑓(𝑟)

(︂
1

𝑟
− 1

2𝑓(𝑟)

𝑑𝑓

𝑑𝑟

)︂
,

как несложно убедиться, они совпадают с полученными ранее формулами, если
в них устремить �̇� к нулю.
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